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第 11 章调和分析初步和相关课题 


在例10. 7 .1中已经说明，对于任何 L e (0,00) 和 a e R , 函数列 
d n ( x ) = L _1/2 exp ^ 2? rin (^ __^1 )， n ^ z 

在// 2 ([%61+1)，771;0)中构成一组正交规范基，其中 m 表示区间 [ a , a + L ) 
上的 Lebesgue 测度.换言之，对于任何/ e L 2 ([ a，a + Z 0， m ; C )， /在 
Hilbert 空间 L 2 ([ a,a + L ), m ; C )] 范数的意义下可以写成 

O 0 

/⑷〜 Z ]〜 d n ( z )， 

n=—oc 

其中 严 一 

Cn = / f ( x ) d n ( x ) dx y n 6 Z . 

Ja 

以上 / 的展式中的 15 号〜表示右端级数在 Hilbert 空间 L 2 ([ a,a + 
L ), m ; C ) 范数的意义下收敛于/: 

N 

lim /⑷- E Cnd n ( x ) = 0. 

—L 2 ([a,a+L),m;C) 

级数 E c n d n ( x ) 称为 / 的 Fourier 级数.法国数学家 Joseph 

n=—oo 

Fourier 在他的 1807 年递交给法兰西科学院（未发表）的报告 Theorie 
de la propagation de la Chaleur dans les so / ides (固体中热传播的理 
论）中为了求解热方程的边值问题引进了 Fourier 级数和 Fourier 积 
分的概念，他用冗长的计算并不严谨地得到了函数展成 Fourier 级数 
时的展开系数 Q 的公式（现在称它为 Fourier 系数公式).应该指出， 
D . Bernoulli , d ’ Alembert，Euler 和 Lagrange 在 Fourier 之前已经 
研究过周期函数按三角函数展开的问题，而且 Euler 和 Lagrange 已经 
在自己的工作中接触过如今获得 Fourier 系数^公式常用的三角函数 
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正交的概念，但 Fourier 是第一个系统地利用 Fourier 系数公式研究了 
函数的 Fourier 级数的应用数学家.对于大量具体的函数/， Fourier 发 
现： /的 Fourier 级数的部分和在除去个别点外的所有点处的确非常接 
近 /. 鉴于 Fourier 级数及 Fourier 积分的研究对数学分析理论的发展 
与数学应用范围的开拓有着重大影响，这应该说是 Fouier 的伟大贡献. 
Fourier 的工作发表后， Poisson ， Cauchy 和 Harnack 等做了不少工 
作试图证明/的 Fourier 级数收敛于/的一般定理，但只对于较狭窄 
的一个函数类取得了成功.直到1829年,德国数学家 Dirichlet 才对 
很一 般的一个函数类中的/严格地证明了 /的 Fourier 级数收敛于/ 
的一般定理.后来 Riemann 和 Cantor 等建立了一般的 Fourier 级数 
理论.法国数学家 Poisson 和匈牙利数学家 Fejer 等还发展了发散的 
Fourier 级数在某种求和法的意义下收敛于/的理论.到了 20世纪30 
年代，苏联数学家 Kolmogorov 给出了一个可积函数/,它的 Fourier 
级数处处不收敛于 /. 20世纪60年代，瑞典数学家 Carleson 证明 
了：当 p > 1时，中任何函数/的 Fourier 级数几乎处处收敛于 /. 
这些属于近代调和分析技巧性很高的内容本讲义就不涉及了.本章的 
正文将简述一个攻读数学的本科生应该知道的 Fourier 级数和 Fourier 
积分理论的梗概.本章的两个附录将分别介绍局部紧度量空间上的积 
分理论和广义函数理论的梗概以及它们与 Fourier 变换之间的联系. 

Fourier 级数及 Fourier 变换的理论常称为调和分析. 

§11，1 Fourier 级数 

函数列 { d n ( x )}( neZ ) 的正交规范性的证明只不过是简单的定积 
分计算.它在 L 2 ([ a， a + L )， m ; C ) 中构成一组正交规范基的证明可参 
看 §10.9 的第13题.它的证明主要分成两个 部分： 

(1) 空间 C ([ a , a + L ]; C ) 中的以 L 为周期的周期函数构成的子空间 
在空间 L 2 ([ a,a + L ), m ; C ) 中稠密（相当于 §10.9 第13题的⑴ ,( ii )，( iii ) 
和 ( vi )); 

(2) 上述函数列的（有限）线性组合全体在以 L 为周期的周期函数 
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构成的空间中稠密.这就是 Weierstra ^ s 关于周期连续函数能用三角多 
项式一致逼近的定理，它是（在第七章中的) Stone ^ Weierstrass 逼近定 
理的推论. 

下面我们用另外的办法证明上述第二部分 （2). 为了书写方便，在 
本小节中除非作出相反的申明，我们总是假设 a = 0 ? L = l . 一般情形 
的证明方法可以相似地获得. 

定理 11.1.1 对于 meZ 和 ( Ka : 彡 1,记 

e m ( x ) = exp (2 丌 imx )， m € Z . 

设矽是 [0,1] 上的以 1 为周期(即满足 条件: ■ =則)的连续周期 

函数.对于 ( Kr < l ，( Ka :< l ， 记 

00 

M^)= r j m| (4 ， e m)Lf 0 】 e m(X), (11.1.1) 

m=—oo 

则对于一切 r e [0,1), 上式右端的级数在 : r e [0,1] 上一致收敛，因而 
A ( 工) 是连续周期函数，而且当 r — 1 - 0时， t / v 关于 a : 6 [0,11 一致收 
敛于 

lim |^-^ r | c ([0, l ], C ) = lim sup \7 p ( x ) - 7 p r { x )\ = 0. (11.1.1)’ 

r —1-0 r —1-0 0 彡抑 

注易见 ， Vm e Z ( lim r—l = 1)， 故 （11.1.1/ 似乎可以写成 

r —»1—0 
oo 

伽) = L ( 矽， e m ) / y 『 。 ” e m (: r ). (11.1.1)" 

m= — oc 

在一般情形，我们只能得到 （11.1.1)/， 而 （11.1.1)〃 未必成立.但若 

(11.1.1) " 右端的级数收敛,则由 §3.7 第32题的 （ iii ), (11.1.1)，便是 

(11.1.1) " 的推论了•故 (11.1.1)， 比 (11丄1)〃 弱•当 (11.1.1)， 成立时，我 

们说， Fourier 级数 E ( V , , e m ) L 2 e m (: r ) 在 Poisson 求和的意义下 

m=—oo 1 

有(广义)和 稱 

证因 | e m ( x )| L 2 o ^ = 1,又由 Cauchy-Schwarz 不等式， 

IW ， e m ) L?tj i 】| < |^lLf 0ilI |e m (x)| L?o i] = |~。”， 
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又因 Vx € [0, lj (| e m ( x )| = 1), 我们有 

由 Weierstrass 优势级数判别法，对于给定的 r £ [0,1), (11.1.1) 的右 
端的级数对于0； e 丨 0， ij 是一致收敛的.所以，对于给定的 r e [0,1), 
(11.1.1) 的右端的级数代表一个[0, lj 上的以1为周期的连续函数.为 
了证明当 r 4 1 - 0时， A ( x ) 关于 a : e 【0, 1] 一致收敛于也我们作如 
下计算： 


^r(x)= r，m| (^e m ) L? e m (x) 


= 2_. r’ m l / xp(y)exp(-2nimy)dy exp(27rimx) 
疒1 「 °° 

= / ^(y) y^r m exp(27rim(x-7/)) dy 

A L m : 0 

+ f Hv) rm exp(-27rim(x - y))] dy 


矽 ( y ) 


1 rexp(-27ri(x — y) 

— rexp(27ri(x 一 y)) 1 一 rexp(-27ri(a: — y)) 


-jo 4(") 1 一 2 r cos (27 r(x - y )) + r 2 


= / ^{y)Pr{x - y)dy 


rp{x - y)Pr{y)dy 7 


( 11 . 1 . 2 ) 


o 


其中 


Pr(u) = l -2 rcos (27 r U ) + r 2 - (1LL3) 

(在 (11.1.2) 的第三个等式的推导时，我们用了第三个等式的右边的两 
个方括弧中的级数相对于 y e [0, lj 是一致收敛的事实.而最后一个等 
式的推导中，我们用了 4和巧皆为以1为周期的周期函数这个事实 .) 
函数 P r { u ) 常称为 Poisson 核(有时，也将 Pr ( x - y ) 称为 Poisson 核) • 
易见 


Pr(u) = 


(1 一 r ) 2 + 2 r(l — cos (27 m )) 


(11.1.4) 



Poisson 核有以下三条重要性质： 

(1) 当0彡 r < 1 ， u e R 时， P r ( u ) > 0,且 P r { u ) 是个以1为周期 
的周期 函数； 

(2) J P r ( u)du = 1; 

(3) 对于任何 (5 e (0,1/2)，有 

lira sup P r ( u ) = 0. 

卜 - <5 

性质⑴可由方程 (11.1.3) 看出.让0 = e 0 三1代入方程 (11.1.2), 
便得性质 （2). 性质⑶可由 P r ( u ) 的定义 (11.1.4) 直接获得. 

因矽是 R 上的以1为周期的连续周期函数，换言之，0可以看成 
是商空间 R / Z 上的连续 函数. 常常把 R / Z 看成[0,1]，但约定[0, lj 的 
两个端点0和1是粘在一起的> 在 {0, lj 上是一致连续的，换言之，对 
于任何给定的 e > 0, W (5 = S ( e ) e (0,1/2), 使得任何 a : € [0, 1] 都有 


ye A ( e ) = [0, S ] u [l - Mj =>|棒 一 y ) 一 ^(^)1 < ^ (iu.5) 


因此 


0 彡 limsup sup |^ r ( x )- 矽 ( x )| 
r -^ l-o O ^ x^l 

= limsup sup / [^{x - y ) - ^{ x )] P r ( y)dy 

r-*l-0 0<x^l JO 

彡 limsup sup / \ rp{x - y ) - rp ( x )\ P r { y)dy 

r—1-0 0<i^lJO 


彡 lim sup sup 

r—1-0 O^i^l 


.乂 (6) 


)^{x - y ) - i ){ x )\ P r { y)dy 


+ / \^{x - y ) - rp ( x )\ P r ( y)dy 


^ lim sup sup 

r —1-0 O ^ x^l 


乂⑷ 


- ^{ x )\ P r { y)dy 


+ lim sup sup / \^{x - y )- ^( x )\ P r ( y)dy 

r—1—0 0«1 J\Q % l)\A(e) 


/ P r ( y)dy + 2 sup |*0( x )| • lim sup P r ( u ) 

JO O^x^l r ^ 1 -° S^u^l-6 

^：£ + 0 = £. 


( 11 . 1 . 6 ) 
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这里我们用了 Poisson 核的性质（1)，( 2 )和 （3) 以及 （11. L 5) •由 (11.1.6) 
的右端的 e 的任意性，我们得到 

lim sup |Vv (: r ) — 汐 ( x )| = 0. 
r - 

定理最后的结论得证. 口 

注1我们看到 Poisson 核的三条性质⑴， (2) 和⑶在上面的证 
明中扮演了重要的角色.以后我们还会遇到也有类似三条性质的其他 
的核，它们将扮演 Poisson 核在上面证明中所扮演的相仿角色. 

注2我们也可以用 L 2 ([ a,a + L ), m ; R ) 中下面这一组正交规范 
基 

go ( x ) = L _1/2 , gn ( x ) = (^j cos ( 27rm (:’ a _ ) ) (n € N ), 

Mx )= g ) _1/2 S inp ^) ( n . N ) 

替代上面用的 L 2 ([ a,a + L ), m ; R ) 中的正交规范基 

d n (a；) = L~ 1/2 cxp ( 2?rm (: _ a ) ) ( w e z ) 

去建立 Fourier 级数理论.细节留给同学自行思考了. 

§11.2 Fourier 变换的 L 1 - 理论 

在第10章中，我们得到了以下关于 Fourier 级数的公式. • 
f { x ) = {2 L )- l/2 ^ ^ exp 

n=—oc 、 / 

其中右端的级数是在 L 2 [0,2 L ] 的范数意义下收敛的，而 

a 7l = (21广 1/2 八 /( y)exp ( ~^ 2 :， )办. 

把后一公式代入前一公式，得到 
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f(x) = (2L)- 1 £ 


2mnx 

~2L~ 


)1： 


/( y)exp 


—27rin?/ 
一 2L _ 



对于任何函数 F ， 表达式 (2 L )- 1 f ： F { n /{2 L )) 可以看做积分 

n=—oo 

I " 厂⑹炎的 Riemarm 和（把变量 n /(2 L ) 看做离散变量&，小区 

J—oo 

间长度为 1/(2 L ))， 让 L — 00( 即小区间长度 — 0), 则上式（形式地）趋 
于 下式： 


exp 


(2 雄)/ 


/( y ) exp (-27 ri ( y ) 办炎. 


这个形式的推演并非以上等式的严格的数学证明.但这个形式的推演 
告诉我们，在一定条件下，以上等式在某个意义下似乎应该是成立的. 
本章的剩下部分将对以上论断在 n 维情形的推广进行严格的数学讨 
论.设/是定义在 R " 上的函数.以下等式所定义的函数/称为函数 
/的 Fourier 变换(假若下式右端的积分在某种意义下收敛)： 

/⑹ =/ /( y ) 哪(一 2戒 • y ) m ( dy ). 

^ R n 



我们又把用以下等式所定义的函数/称为函数/的 Fourier 逆变换, 
其中（假若下式右端的积分在某种意义下收敛） 

/(0= / /( y)exp (27 ri ^. y ) m ( dy ). 

JR n 

显然/(0 = /(-0-由上面直观地得到的公式，似乎应该有？ = /，换 
言之， Fourier 逆变换似乎应该是 Fourier 变换的逆变换.在本章中，我 
们将阐明这个公式的确切涵义，换言之，我们将阐明.•在/满足什么条 
件时 Fourier 逆变换的确是 Fourier 变换的逆变换？依赖于 Fourier 变 
换和 Fourier 逆变换中的积分收敛涵义的不同，这个问题的解答有很多 
种.在本章正文中，我们只给出形式最简单明了的两种解答.本节先给 
出第一种解答，后两节将给出第二种解答.习题中将给出另外的解答. 
在本章的两个附录中还要给出两个解答. 
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注1不同的数学群体给函数/的 Fourier 变换下的定义会略有 
差异，例如，不少的文献把/的 Fourier 变换定义为 

/⑹ = J Kn /(y) ex P ( 一 《 • y) m ( rf y)- 

有些文献则把/的 Fourier 变换定义为 

/(0= / /( y ) exp ( i ^- y ) m ( dy ). 

«/Rn 

概率论的文献中通常用后一定义，且把 Fourier 变换改称为特征函数. 
这样的差异并不带来数学理论的重大改变，当然，关于 Fourier 变换及 
Fourier 逆变换的公式的形式将作相应的修改. 

注2如下形状的积分 

[ /( y ) exp ( — 2冗泛 • y ) m ( dy ) 

^ R n 

常称为/的 Fourier 积分.由这个 Fourier 积分所代表的函数称为/ 
的 Fourier 变换.事实上，这个意义下的 Fourier 积分与 Fourier 变换常 
交替 使用. 有时， Fourier 变换是指 映射： / -> /. 

现在，我们先引进以下引理. 

引理 11.2.1 设 / eI ^( R n ; C )， 则 / eC “ R n ， C )， 其中 C b ( R n , C ) 
表示 C ( R /\ C ) 中全体有界连续函数组成的线性子空间，空间 C 6 ( R ' C ) 
上的范数是函数绝对值在 R / 1 上的上 确界： 


另外我们还有 


H ( R ' C ) = Sup |/( x )|. 

xeR n 


lim /( x ) = 0. 


( 11 . 2 . 1 ) 


又，映射 C b ( R \ C ) 是线性且连续的，换言之, 
Va,6e CV/, 9 e (IT ; C) {ajTbg = af + bg), 


且 


^ a 

l/j 一 f\L l (K n ;C) ^ 0 => \fj - f\c b (K^ ； C) ^ 0- 



最后，若 /， pe [1 ( ir ; c )， 则 

/ /( x )^) m ( c / x ) 


f (福 rnm 


( 11 . 2 . 2 ) 


注由等式 (11.2.1) 表示的结论常称为 Riemann - Lebesgue 引 


证易见，映射/^/是线性的，且 

|/|c b (R^;C) = SUp |/⑹ 1 《 ’i/IlKR'C). 

€€R n 


(11.2.3) 


因而映射 L l ( R n ； C ) 3 f^fe C b ( R n , C ) 是连续的.剩下要证明的 
是 （11.2.1) 和 （11.2.2). 

先证 （11.2.1): 因对于一切 pe [ l ， oo )， C 0 °°( R n ) 在 LP ( R ' m ) 中稠 
密（参看 §10.9 第13题的 （ iii ) 或第22题的 （ v ))， 考虑到（11.2.3)，只 
须证明 （11.2.1) 对于一切 /6^ o °°( R n ) 成立就够了（同学应补出这个 
论断的证明细节).由 Green 公式（参看 §10.9 的第27题)，注意到/ 
是紧支集的，有 

一|2吨 2 /(0 = / /(x)A x exp ( - 27 ri ( - x ) m ( dx ) 

jR n 

=/ A /( x ) exp (- 2 丌 • x ) m ( dx ) 

JK n 

= M (0. 

因 △/ e L 1 ， 由 (11.2.3), |△/| c ^) ( R • n ; c ) < oc •故 

limsup |/(^)| ^ limsup |27 r ^| 2 | A /(^)| = 0. 

|{卜00 |€|—OO 

Rioinann-Lebesgue 引理 (11.2.1) 证毕. 

下面证明 (11.2.2)： 注意到定义在 R 4 l x 11纟上的函数 

/ W ^( Oexp (-27 ri ^. x ) 

是 Lebesgue 可积的，利用 Fubini - Tonelli 定理，我们有 
/ /⑹丽饥(处)=/ / /( x ) exp • x ) m ( dx ) 丽 m (处) 

=/ /( X ) / exp (2吨 • x ) g {^) m { d ^) m { dx ) = [ /( x )^( x )77 i ( dx ). 
J ¥ l n JH n JK n 
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□ 


引理 11.2.1 证毕. 

引理 11.2.2 对于任何< e (0,oo), 带参数 t 的映射 7t : R” — 
(0,oo) 定义为 


VxeR n ( 7 “x) = r n/2 exp 
则对于一切 《> 0 和一切 c e C' 我们有 


丌 W 


! 27r ^ ,x,cn 7t(x)m(rfx) = exp ( t7r ^Cj 


(11.2.4) 


特别，对于一切 f > 0,有 


7t(x)m(dx) = 1; 


又对于一切《 > 0和< e R/ 1 ， 有 


7tU) = 9t{^) = e~ t7Tl ^\ 而化 = 7 t , 


(11.2.5) 


( 11 . 2 . 6 ) 


换言之，⑹的 Fourier 变换的 Fourier 逆变换就是 7t ⑹. 

证由 Fubiiii-Tonelli 定理，只要能证明 （11.2.4) 在 n=l 时成 
立， (11.2.4) 便对任何 n G N 成立.下面 证明： (11.2.4) 在 n = 1时成 
立，换言之，下式 成立： 

t - 1 ’ 2 j exp ^ - + 27 r ( x ^ m ( dx ) = e t7r(2 . 

以上积分的被积函数可展成如下的 级数： 


ex P ( - ^7" + 2 ttCx ) = ^ 






我们要把这个级数代入前边等式左端的积分，并实施积分号与求和号 
交换.为了证明这个交换的合法性，我们进行以下讨论. 

对于任何 n 6 N, 


(27 ： C) j 


E 


x 3 exp - 




E 


•j=( 


( 2m 


iw 


exp — 


7TX* 
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这就证明了公式 (11.2.4) 在 n = 1时成立，正如以前说过的那样，由此 
公式 （11.2.4) 对任何 n G N 也成立. （11.2.5) 和 (11.2.6) 的第一个等式 
是 (11.2.4) 分别当= 0和时的特例•在 (11.2.6) 的第一个 
等式中将 f 换成1/«,便得 (11.2.6) 的第二个等式. 口 

注这里的证明未用到复分析中关于留数的知识.利用复分析中 
的留数定理，证明会简单些. 

引理 11.2.3 设 / e 雜、 C ), 记 / x ( y ) = /(y - X )，则 

/ x (0 = /(0 exp (- 2成 • x ) • (11.2.9) 

证易见 

K(0 = / /x(y) exp (- 2 丌 < • y)m(dy) 

JK n 

= f /(y - x) exp (- 27ri《•（y - x))m(dy) exp (- 2ni^ - x) 

= /(^)exp(-27ri^-x). □ 

引理 n .2.4 设 / e r ( R n ; c ) 且 ％/ e Z ^ R '- C )， 则 

碧⑹ = -2;/(0. (11.2.10) 

证按 Fourier 变换的定义，有 



/( x ) exp ( - - x ) m ( dx ) 


和 

/(《+ 心 ) =/ /(x) exp (- 2?ri(^ + 6j) - x)m(dx), 

Jn n 

其中巧 =(0, • • •, 0, e ， 0,… ,0)， 唯一的非零分量 e 处于第 j 个分量处. 
只要下式右端的极限存在,便有 



/(x )e xp(- 27 rig.x)^~^ (£ ^^ m(dx). 

( 11 . 2 . 11 ) 


因 



变换的 L 1 - 理论 


/(x) exp ( — - x) 


exp ( — 27ri(exj )) — 


=/(x) exp ( - 2 丌 • x) - ( - 2 --^ f exp (-27 r \ t)dt 

6 Jo 


^27r|x J ||/(x)|GL 1 (R n ;R), 


lim/(x)exp(-2^.x) 卿 (_，))-! 
= -2 mxjf ( x ) exp ( — 2 丌 • x )， 

由 Lebcsgue 控制收敛定理和 （11.2.11)， 有 

— (^) = -2 丌 ix 】 /(x) exp (- - x). 




定理 11.2.1 设/ e L l { R n ; C ), 对于《 > 0,像引理 11.2.2 中那 
样，记 


= r "/ 2 


exp — 


则我们有 

( i ) 对于 t > 0, 

/ * 7“x) = / 识 (Oe 2 吨 ， x)Rn mm(d^) 

JR n 

其中 gM ) 就是 ( n . 2 . 6 ) 中定义的函数 ： 

仍 (0=e 丨 ' 

( ii ) 以下的极限等式成立 •• 


( 11 . 2 . 12 ) 


( 11 . 2 . 6 )' 


lim 
— o + 


仍 ( Oe 2 ? ri (€ ， x ) Rn /( Om (從） -/( x ) =0. (11.2.13) 

L l (K n -C) 


特别 


V / 6 L l ( R n ; C ) (/ = 0, a . e .( m ) =» / = 0, a . e .( m )). (11.2.14) 


证公式 （11.2.12) 证明 如下： 利用 Fourier 变换的定义及 Fubini - 
Tonelli 定理， 
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/仍⑹ e 2 吨， ⑹饥(炎) 

= 又 ” _ e27ri(4 ’ X)R " (乂 fiy)e- 2 ^' y)Rn rn(dy)^m(d$) 

= j Rn ’ ( y ) ( 义 《 t(Oe 2 ?ri(e ’ x_y)Rn m((^))m ( 办） 

=/ /(y)Tt(x- y)m(dy) = / * y t (x). 

公式 (11.2.12) 证毕. (事实上，这个 （11.2.12) 是 (11.2.2) 的特例 •） 
由公式 （11.2.12) 及 §10.9 的第 22 题的 （ iii )， 便得公式 (11.2.13). 
由此易得 (11.2.14). □ 

注1易见，€ R n ( lim 讲 (0 = 1) •故 ( H .2.13) 似乎可以写成 

/ e 27 ri ( 《， x ) Rn /( Om(ciO = /( x ). (11.2.13)’ 

在一般情形，我们只能得到 (11.2.13), (11.2.13/ 未必成立.但若/在 
R n 上可积，由 Lebesgue 控制收敛定理， (11.2.13) 7 便是 (11.2.13) 的推论 
了.若等式 (11.2.13) 的成立，便称在 Gauss 求和意义下公式 (11.2.13) 7 
成立 • 

注 2 结论 （11. Z1 4 ) 告诉 我们： 若两个 L ^ R ^ C ) 中函数的 
Fourier 变换几乎处处相等，则这两个函数必几乎处处相等.所以结 
论 (11.2.14) 也称为 Fourier 变换的唯一性定理. 

为了以后讨论的需要，我们引进以下的命题. 

命题 11.2.1 设 /，9 € L l { K n ] C ), 则卷积（参看 §10.9 的第14 
和 22 题） 

/ * .9( x ) = [ /(x - y ) 5 ( y ) m (办)€ L 1 ( R n ; C )， 

JK n 

且它的 Fourier 变换具有以下形式： 

7^ = fg - (11.2.15) 

证第一个结论在 §10.9 第14题和第22题中已获得（它是 
Fubini-Tonelli 定理的推论).第二个结论也只是 Fubini-Tonelli 定理的 




推论： 显然， 


e _2 叫 € ’ x)R n /(x 一 y)p(y) G ^(R^x^C), 



- 27 Ti(«,x) R n / _ y)g(y)m(dy) m(dx) 


= / g(y)e 一 27ri ( € ， y ) Rn / e - 27 ri (n y ) Rn /(x - y)m(dx) m(dy) 

=mm 口 


§11.3 Hermite 函数 


Fourier 变换是个线性变换.在高等代数课程中我们知道，假若我 
们能求出某线性变换的所有的特征值及特征向量，那么我们就可以了 
解这个线性变换的许多性质了.非常巧的是， Fourier 变换的所有（无 
限维的）特征向量（应称为特征函数）都可以用熟知的初等函数表示出 
来.本节就要完成这个寻找 Fourier 变换的所有特征函数的工作. 

在§6,9第30题中我们引进了 Hermite 多项式： 

2 P 一工 

H n (x) = (-1)^ n = 0,l,.-.. (11.3.1) 

由于我们的 Fourier 变换的定义中的指数函数 exp (- 27rif 有 27ri 的 

因子，为了便于以后的计算，我们引进以下的多项式： 

, t _ ^n p -27rx 2 

G n (x) = (2 tt)^ 2 H n (y/2^ x) = (-l)V^ - 二 n — ， n = 0, 1， • • • • 

(11.3.2) 

我们把以下这一串函数称为 Hermite 函数： 

2 1 / 4 2 , 
hn ( x ) = G n (x )， 其中 A = ((4tt)- n !)" 2 ， n = 0,1， . • • • 

71 (11.3.3) 

不少书上说的 Hermite 函数是如下形 状的： 

2 

hn ( x ) = (_1 广 # 2 /2 ^^， n = 0, 1， • •. • (11.3.4) 
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为了配合本讲义所定义的 Fourier 变换的形式,本章所说的 Hermitc ^ 
数是具有形式 （11.3.3) 的函数. 

利用 （11.3.2) 和 §6.9 的第30题的结果，我们可以得到许多关于 
G n ( x ) 的性质.对我们以后的讨论有用的是以下三条： 

(1) 对应于 §6.9 的第30题的结果⑴和 （ vi ) 的是: G n 是 n 次多 
项式，它的 f 项的系数是 (4 nr .{ G m :0^ m ^ n } 张成的线性子空 
间和 { x ^:0^ m ^ n } 张成的线性子空间相同，且 

其中（在本章中将永远这样理解 )/?n = V / (4^. 

(2) 对应于 §6.9 的第30题的结果 （ xii ) 的是 


VnGN(G n = AG n _i), (11.3.5) 

其中 i 4 = —- J - + 47 TX . A 常称为上升算子. 
ax 

(3) 在 R 上定义概率测度 

r(dx) = y/2e- 27rx2 dx, 

对应于 §6.9 的第30题的结果 （ iii ) 和 （ vii ) 的是 

V71, 771 € N((G m ， G n )L 2 (r;C) = ^m,n/^n) • 


应该指出，性质⑴和⑵很容易直接验证，而最后一条性质 （3) 
在以下引理的论证中顺便证得.因此，本章的讨论基本上不依赖于 §6.9 
的第30题的结果. 

引理 11.3.1 我们用 C ^( R ; C ) 表示具有以下性质的函数/ e 
^( RiC ) 的全体 •• 


Vn 6 N 彐 C„ € [0. oc )3 iy n G [0,oo) 





^C n (l + |x| 2 ) 



则我们有以下结论： 

(1) C ^( R : C ) 是个代数，换言之， C ^( R ; C ) 是个关于函数乘法 
封闭的线性空间， c^(R ； c) c L 2 (r;c) (后者是 r 上关于测度 r 平 




方可积函数的全体组成的空间)，且对于求导运算封闭，换言之，/ e 
C ^( R ； C )=> fe C ^( R ; C ). 

(2) 对一切 f , geC ^( R ; C ), 

(^fj d ) i 2 ( r ； c ) = (fy 巧) jL 2 ( r ; c )， （11.3.6) 

其中 A 三 — + 47 TX 称为上升算子，而 

ax ax 

⑶ Vn , m e N (( G mi G n ) L 2 (r . C) = 8^1). (11.3.7) 

(4) VneN (士 DG „ = G n _^. (11.3.8) 

注 1 C ^( R ; C ) 中的函数称为缓增光滑函数， C ^( R ; C ) 称为缓 

增光滑函数空间. 

注 2 由于（11.3.8)，称为下降算子.易见， 

DGo = 0. 上升算子与下降算子在量子物理中很有用. 

证引理的结论 （1) 很易检验. 

下面利用分部积分运算证明结论 （2): 对一切/, s e C ^( R ; C ), 
U，Dg) L ^, C) = f^J(x)f x (x)e~^dx 

= [’刚咖士 2 ]:- f ^ 9 { x ) £ ( f { x ) e~ 2irx2 )dx 
=M/ ， 5)L 2 (r;c). 

最后的等号用了下面两条容易检验的 事实： 

C^(K;C)=> [/(x^e- 2 - 2 ]^ = 0 
和 

|(則^ 2 ) = (£/ ⑷) e ^ + 产 2 

=e - ^(七+分⑷. 

有了结论（2)，证明结论⑶ 如下： 不妨设 m > n , 由（11.3.5)，我 
们有 G m = A ^ Go , 因此 
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(G m ,G n )L2(r ； c) = (乂 m Go ， G n )L2(r;c) 

{ 0， 若 m 〉 n ， 

； 2 Z 

Pny 若 m = n . 

这里用了以下的两条事实 ： m > n => D m G n = 0和 m = n => 
D m G n =Pl 

• 最后证明结论 （4) 如下： 因乃 G n 可被 { G m : (K m 彡 n - 1} 线 
性表示，故 

n— 1 

DG n ^Y. ^ 2 (DG ni G m )mr；c)Gm 

m=0 
n—1 

= AG m ) L 2^ r .c)Gm 

m=0 
n—1 

=/^ 2 (G n ， G m +i)x^(r;c)Gm 

m=0 

= P n ^iP^G n ^i = 47rnG n -i. 口 

由上述引理， {p- l G m : 0 彡 m 彡 n } 是 L 2 ( r ; C ) 中由 {f : 0 < 
m ^ n } 张成的线性子空间中的一组正交规范基.在例 10.7.3 中曾不 
加证明地指 出过: {/^ G m : 0 < m 彡 oc } 是 L 2 ( r ； C ) 的一组正交规范 
基.下面的引理将给出这个论断的一个证明.为了以后讨论的方便，我 
们把这个命题改述成以下的等价 形式： 

引理 11.3.2 {心 ： (K n < oo } 是 L 2 (R; C ) 的一组正交规范基. 
另外，对于任何 n 6 {0} U N ， 有 

h n = v ^( - \/n + l / i n+ i + y/nhn-i), 

2nxh n = y/n(y/n + ih n ^i + y/nh n ^i) 

( x ) + {2nx) 2 h n = 47 T ^ n + 0/ i n 
在前两个公式中，我们 约定： 3 0. 特别，有 

Vn € N U {0} ^|/ inll a ( R ； c ) = |2 7 r ： E ^ nli 2( R ; c ) = 27 r(n + (1/2))). 

(11.3.12) 



(11.3.9) 

(11.3.10) 

(11.3.11) 




证由（11.3.7)(并注意 (11.3.3) 所示的 G n 与之间的联系), 
{K : n = 0,1，2,是正交规范函数列.下面我们将证明它是一组正 
交规范基，换言之，由 {I n = 0,1,2,..-} 中的函数的（有限）线性 
组合组成的集合在 L 2 (R;C) 中稠密.由 Hilbert 空间的正交分解定理， 
这个命题的等价叙述是：设/ 6 L 2 ( R ; C )， 且 (/,/ in ) L2 (R;C ) = 0 (n = 
0,1，2,…)，贝 lj / = 0, a . e .( m ). 为证明这后一命题，记 p (: r ) = q ^ x2 f{x). 
显然 ， p e L 2 (r; C), 且 G n ) L2(r；c) = 0 (n = 0, 1, 2, …). 我们要证明 
的是：在 R 上 ^(x) = (p(x)e^ 2nx2 = e _7 rj ：2 /( x ) = 0, a . e .( m ). 首先，由 
Cauchy-Schwarz 不等式， 


I^U^RiC) 


l/^je-^ 1 dx ^ ^=|/U 2 (r ； c) < oo 


换言之，矽 e L l (R;C). 由定理 11.2.1 的最后的论断 (Fourier 变换的 
唯一性定理),为了证明 0(: r ) = 0, a . e .( m ), 只需证明苓= 0, a . e .( m ). 因 
( P ， Gn ) L 2( r ; c ) = 0 (n = 0,1，2,…)，对于任何 n € N ， 有 ( v ?， x n ) L 2( V . c) = 
0 (n = 0， l ，2, …)，所以 




(27Ti^) m 




(2 吨) 
m ! 


^(x)x Tn e~' 2nx2 dx 


• 零 • 

- E 


根据带积分余项的 Taylor 公式（参看 §6.9 的第10题，由于它是山 
Darboux 推广了的分部积分公式推得的，对于复值的光滑函数，它也成 
立),对于任何实数 x 和《，我们有 

e 27ri ^ - V ㈣ f 广 (2 叻 Viz _ t) n ~ l dt 

i m ! ( n - l )! J 0 

(2 n \^ 

\ n ! • 

由此可得以下不等式. • 

i^(-oi = h 51 _ ( 27 ^)- dx 

- h(4 岭- 
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所以对于任何 ATGN , 我们有（注 意： 这里是技巧!) 


(AT + 1)|^(-0I^ / I 棒 ) IE 


(2 喻 |) 


叫 \ rP ( x )\ e^ x ^dx 


\ f { x )\ e^ x ^ x2) dx 


< oo . 


因此 4( -《）= 0.这就完成了 {/ i n :n = 0, l ,2,..} 是正交规范基的证 
明. 

下面证明 （11.3.9) •记 g n ( x ) = e -^ 2 G n ( x ), 并约定 n 三0•利用 
上升算子和下降算子的性质，有 

gM - -e— 2 27rxG n (x)+e— 

= -^e'^Gn+^x) +e ^ 2 27 rnG n ^i(x) 


=- 2.9n+i ⑷ + 27rn9n-i(x) 


由此 


Pn+l 

"2^r 


尨 n+l + 



h n 一 i = y/n (- y / n + l / i n +i + V ^ n - 1 ) 


其中，约定 / i - i =0. (11.3.9) 证得. 可相似地证明 (11.3.10): 


2 nxg n = e~ nx 27 rxG n ( x ) == G n ^ i ( x ) + e~ nx 27 rnG n - i ( x ) 

=^ g n ^ i { x ) + 27 rn 5 n _ i ( x ). 


和以前一样，由此立即得到 (11.3.10). 

两次使用 （11.3.9) 和两次使用 （1 L 3.10), 然后把所得结果相减便 
得 (11.3.11).(11.3.12) 只是 （11.3.9) 和 (11.3.10) 以及 {〜 : n = 0,1，…} 
的正交规范性的结果. 口 

注在量子力学中，微分算子 一^ + (2ttx) 2 是一维谐振子的 

Hamilton 算子 (英语为 Hamiltonian , 也称 能量算 子). 上述引理告诉 
了我们 Hermite 函数是量子一维谐振子的 Hamilton 算子的全部特征 
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函数.同时也得到了量子一维谐振子的能量算子的特征值.量子力学 
大胆地 假设： 可观察到的一维谐振子的能量的值恰是一维谐振子的能 
量算子的特征值 . 1900年德国物理学家 Max Planck 把量子概念引 
进到经典物理中，他假设能量是一个一个离散地辐射出来的.这是和 
经典物理的逻辑体系格格不入的假设.这样他把经典物理和他那个大 
胆的假设揉在一起，构筑了一个逻辑上自相矛盾的体系.这个逻辑上不 
相容的体系却十分准确地解释了由实验观察到的黑体辐射现象中的一 
条曲线，一条前人多次解释失败的曲线.经过了四分之一世纪的努力， 
人类终于找到了一个逻辑上相容的漂亮的体系，为了强调 Planck 的贡 
献，后人称它为量子力学.它出人意外地揭示了 Planck 的量子概念的 
假设在新的体系中的位置——谐振子的能量算子的特征值构成一个 
等差数列，量子就是这个等差数列的公差.人类成功地进入了原子的 
外层电子运动的微观世界. M 子力学的诞生也许是人类以数学为工具 
成功地探索大自然奥秘的历史上最激动人心的篇章之一. 

对于我们来说，以下的不等式是下面的讨论中马上要 用的： 

引理 11.3.3 对于一切非负整数 n ， 我们有 


IMr(R n ;c) ^ Vn + 2. 


(11.3.13) 


证由(11.3.12)，有 


= (乂 (l + i 2 )'* 1/2 (l + ： E 2 ) 1 / 2 |M a: )l d:r ) 

^ [ ― 2 dx [ (1 +^)l^n(3：)| 2 ^ 

Jr 1 + x Jr 
^7r^l + (27r)- 1 (n + i)j 

= - +7 T + 7 ^ n + 4 y/n + 4 = ( y/n + 2) 2 , 


引理 11.3.4 对于 x 二 （心 ，…, 以） e R fc 和非负整数 fc - 重指标 

( m ，…， 叫)，令 

k 

"n( x ) = h n .{Xj)^ 



(11.3.14) 
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则: n 跑遍所有非负整数 A :- 重指标 } 是 L 2 ( R k ; C ) 的一组正交规 
范基 

证由 Fubini - Tonelli 定理和 Stone - Weierstrass 定理直接得到 • 
细节留给同学了. 口 

注为了避免与指标 n 混淆，这里我们用 fc 表示维数. 

定理 11.3.1 设 / in 和 / in 分别如 （11.3.3) 和 （11.3.14) 所定义， 
则对所有非负整数 fc - 重指标 n = ( m ， •…， n fc )， 有 

k 

max (|/ i n | L1(Rfc;c) ，sup \ h n { x )\) < JJ (^/nJ + 2), (11.3.15) 

xeRfc j=i 

且 

hn = (-0 |n| 〜， . (11.3.16) 

其中 | n | = 

注 （11.3.16) 告诉我们， Hermite 函数是 Fourier 变换的特征函 
数.因全体 Hcrmite 函数构成 L 2 ( R fc , C ) 的一组正交规范基，它恰是由 
Fourier 变换的特征函数构成的一组正交规范基，而且 Fourier 变换的谱 
就是特征值全体，换言之,它是由四个孤立点构成的 集合： 

因为这四个特征值的绝对值都等于 1. 高等代数中讨论过的有限维情 
形启发我们： Fourier •变换似乎应该是 L 2 ( R fc ; C ) 上的一个保范数的双 
射，或称酉映射（也称 U 映射).细节将在下面讨论. 

证估计式 

k 

l^n|L l (R fc ； C) ^ + 2) 

i=i 

是 （11.3.13) 和 Fubini - Tonelli 定理的推论.假若 （11.3.16) 成立，注意到 
(11.2.3)，便有 

k 

sup |/ in ( x )| ^ TT ( v^J + 2). 

现在只剩下证明 （11.3.16) 了.由 Fubini - Tonelli 定理，只须证明一元 
(fc = 1) 情形 • 易见，当 n = - l ，0 时，一元的 (11.3.16) 是成立的（注意 
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第 18 页公式 (11.3.1) 后的约定:假设 (11.3.16) 在一 
时成立，由 （11.3.10), 

2 nxh n = y /7 r ( y / n + lA n +i + Vnh n ^ i ). 

由引理 11.2.4 和归纳法的假设,上式可写成 

(- i ) n _1 / i ^ = ih ^ = y / Tv ( y / n + lh n+ i + (- i ) n _1 / i n — i ). 

也可写成 

K , = y / n { y / n + l \ 7 l ~ l h n+ i + y / nh n - i ). 

和 (11.3.9) 相比较，便得 

hn^l = (H. □ 

推论 11.3.1 设 / e C 0 °°( R fc ; C )， 则 

WV e N ( sup (1 + | n | 广 |(/， hW ⑽ I < oo ). (11.3.17) 

W{NU{0}}* / 

由此，在 L 2 ( R fc ; C ) 中，或在任何紧集上一致收敛的意义下，以下的极 
限等式 成立： 

•P m (/? ^m)L 2 (R k ;C)^m = /• 

M—*00 . 

|m|<Af 

证只须证明 （11.3,17) .由（11.3.11)， 

- A / i n + |27 rx | 2 / i n = 47 r (| n | + k /2) h n . 

对于/ € C §°( R k ; C ) } Green 公式（参看 §10.9 第 27 题）得到 

47 r (| n | + fc /2)(/， h n ) L 2 { K k . c) = (_△/ + |2 ttx | 2 /，/ i n ) L2(Rk;G) . 

反复使用这公式并利用 Cauchy - Schwarz 不等式及 / i n 是 L 2 ( R fc ; C ) 中 
的正交规范基的事实,我们有：对于任何 AT 6 N , 

l (47 r (| n | + k /2)) N ( f , h n ) LHRk;C) \ = |((-A + \27 cx \ Yf , h n ) Li{Kk . c) \ 

彡 |( - △+ |27rx| 2 ) iV /| L 2( R fc ;C )|/l n [ L 2( R fc ;C )| 

彡 |(-A + |27 rx | 2 ) N /| L 2( R fc . C )- 

(11.3,17) 是它的直接推论.由（11.3.17)，/按正交规范基 {/ i n } 展开 
时的系数 ( f , h n ) LHKk ] C ) 被 （1 + |«|)-^的一个倍数所控制，由此，在 
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P ( R fc ; C ) 中，或在任何紧集上一致收敛的意义下，以下的极限等式成 


(/? ^ m ) L 2 ( R k ; C)^m = /• 

°° |m!<M 


□ 


我们曾经说过， Fourier 变换似乎应该是 L 2 ( R fc ; C ) 上的一个保范 
数的双射，或称酉映射（也称 U 映 射). 但这必须给 L 2 ( R fc ; C ) 上的 
Fourier 变换以新的定义，当然这新的定义与原有的定义之间应有合乎 


情理的联系.这就是下一节的任务. 


§11.4 Fourier 变换的 I 2 -理论 

已知全体 Hermite 函数 {/ i n •• n e (NU {0}) fc } 构成 X 2 ( R 、 C ) 的 
一组正 交基. 以下式定义的映射 7 : L 2 ( R fc ; C ) — L 2 ( R fc ; C ) 是保范数 
的双射（常称为 U 映射，或酉映 射)： 

，/ = E H ) W (/， h n)L^C)hn, ( H .4.1) 

n6(Nu{0}) fc 

右端的级数是 /， 2 ( R fc , C ) 中收敛的级数.事实上， |^/| 2 L2(Rfc;C) = 
53 l (/，" n ) L 2 ( R fc ; C ) i 2 = l / l ^2( R fc . c ) •另 — 方面， 

n€(Nu{0})* 

^7= E (-0^7^n)L 2 (R-,C)^n 

n6(NU{0}) fc 

= i ! n | (/ 九) L 2 ( R > ; C ) 九 n ， 



n€(NU{0}) fc 


所以 

^ 7 = E H ) |n!i|n| (/， ^n)L 2 (R-C)^n = /■ 

* 


n6(Nu{0}) fc 


因而 

厂 7 = 巧 . 

(11.4.2) 


定理 n .4.1 对于任何 / e lHr ^ c ) nL 2 ( R fc ; C )， 有 / e 
C ( R fc ; C ) nL 2 ( R fc ; C ), JL 







又， (11.4.1) 所定义的映射7是唯一的由映射 

L 2 ( R fc ; C ) 3 f^fe L 2 ( R fc ; C ) 


延拓成 L 2 ( R fc ; C )-> L 2 ( R fc ; C ) 的连续映射，后者是保范数的双射，即 
酉映射，另外，对于每个/ € 1 2 (圮; C )， 有 ’ 

lim : Ff- [ /( x ) e - 27 ri ( ^ x ) R fc m ( dx ) =0 (11.4.3) 

尺― 00 J\xKR L 2 (R fc ;C) 

和 

lim 只一 1 / 一 / f(x)e 2 ni{M ^m{dx) =0. (11.4.4) 

证设 / e L ^ R ^^ DL ^ R ^ C ). §10.9 的第 22 题的结果, 

有一串函数 {fj}^ C CHR ^ C )， 使得 

max (|/ - /；| li ( r *; c )， 1/ - /； Il 2 ( r *； c )) = 0* 

由 (11.3.17) 并注意到推论11.3.1，对于任何 j e N ， 有 

5 ^ (-0 ,m !(/j ， "m)L2 (R 、 c) /l m =/》• 

\m\<M 

以上的极限在 L 2 叱; C ) 中，或在紧集上一致收敛的意义下均成立.另 
一 方面， 


(-i) !m (/;-,^m)L 2 (R*;C)^m - 

|m|<M 





因为由 L 2 ( R ^; C ) 中收敛便推得按测度收敛，再由 F.Riesz 定理（定理 
10.3.6)，我们 得到： L 2 ( R fc ; C ) 中收敛的函数列必有几乎处处收敛的子 
列.因此 ， /j = 7/ j •又因 j — oo 时， i /广 / Uhr ^ c ) — 0,故 /，• — / 
在一致收敛意义下成立.而在 L 2 ( R fc ; C ) 中收敛于 7/. 利用和 
上面的推理一样的方法，/ = 7/，丄已，因而，/ e ^( R ^ C ). 
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由于 L l ( R k ; C)n L 2 ( R k ; C ) ^ L 2 ( K k - C ) 中稠密，映射 / ㈠ " 
是映射 卜 f 唯一的 L 2 ( R fc ; C ) — L 2 ( R k ; C ) 的连续延拓 • 记如= 
lB Rfc ( o , R)/e L l ( R k - C ) nL 2 ( R fc ; C ), 注意到当开— oo 时在 L 2 ( R k ; C ) 

中 fn — f , ( H .4.3) 得证. 注意到 f R (-0 = t/i(0 和 (11.4.2),(11.4.4) 
也得证. □ 

注1 Tf 可以用 （11.4.3) 定义. 但是，对于一般的/ e 厶 2 ( R fc ; C )， 
y 7 / 不能直接用公式 f / = / Rn /(x) exp(-27rix - ^) m ( dx ) 表示，因为右 
端的积分可能发散. 

注2映射/ h ^7是酉映射,和高等代数中一样，利用极化公 
式,我们立即得到以下的 Parseval 关系: 对于一切 f，ge L 2 ( R fc ; C ), 

(fy9)L^(R k ;C) = (^/,^)z, 2 (R fc ,C)- 
当 / = 0 时， Parseval 关系变成以下的 Plancherel 等式： 

l/|L 2 (R fc ;C) = I^7L 2 (r>;c )， 

后者就 是说： Fourier 变换7 : 是保范数的映射，或者说，映射 

T 是酉映射.这使得 L 2 ( R fc ; C ) 成为 Fourier 变换7的一个非常自然 
的活动场地. 

Fourier 变换是一个十分有用的分析学的工具，为了让同学对 Four - 
ier 变换的应用有一些感性认识，我们作以下的讨论. 

引理 11.4.1 Fourier 变换有以下两条性质： 

⑴若 / e L 2 ( R fc ; C ) 和 p e C )， 贝 IJ 7(/ ”）= gTf - 

( ii ) 若 / e n L 2 ( R k ; C ) 和备 € L 2 ( R fc ; C)(j = 

1，…, fc )， 则 e / ei ： 2 ( R fc ; c )， 且 J 

喂⑹ )= 2 峋棚. 

证由推论 8.6.1， 有 V eC ^( R k :[0, 1]) 使得 VxeB Rfc (0; l )(7；( x ) = 
1) 且 Vx 多 B Rfc (0;2)(7?( x ) = 0) •记 7/ fi ( x ) = ” ( iT ^ x )， 其中 X e 
R fc , R >0. 

设 / € L 2 ( R fc ； C ), 记 f R = vnf •显然 fne L \ R k ; C ) nL 2 ( R fc ; C )， 
且当 — oo 时，在 L 2 ( R fe ; C ) 中 f R — f . 又若 p e LHW )， 由 
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§10.9 的第 14 题和第22题，在 L 2 ( R fc ; C ) 中， 

L 1 ( R fc ; C)n L 2 ( R fc ; C ) 3 f R 、g — f * g . 

因此，在 I 2 ( R fc ; C ) 中， 

7^9 — Hf * 9、. 

另一方面，由命题 11.2.1 和定理11.4.1，在 I 2 ( R fc ; C ) 中，有 

fn ” 二 M 一 W - 

故 7(/ * .9) = 5^/, ( i ) 得证 • 

/如 （ ii ) 中所设，又记 //I = t ? h /. 显然， 

/ ft , e L\K k ^c)nL\K k -,c). 

又，当 — oo 时，在 L 2 ( R fc ; C ) 中有以下极限： 

|^( x ) = R - 1 r f , { R ~ 1 x ) f { x ) + 7? h ( x )^( x ) ^ ^( x ). 


(注 意： 上式中的 V (丑一\)/(乂）在 L 2 ( R ^; C ) 中趋于零 .） 当 R—oo 
时，在 L 2 ( R fc ; C ) 中有以下极限： 




(11.4.5) 


R * 


由 Newton-Leibniz 公式和 Fabini-Tonelli 定理，有 

^(e~ M ^f R (x))dx = 0, 

因此 

■⑹士 -球, (• 

「 2 吨 ， x ) 曾( X ) - A ( e -^ i (€, x) /fi(x)) ] rfx 




dxj 


J 


= 27Ti^ / e~ 2ni{M f R {x)dx = 2 戍石 ⑹ • 

Jn k 

当丑 — oo 时，在 L 2 ( R fc ; C ) 中有以下 极限： $ — 7/，故当7? — oo 
时， 27 ri ^/^(0 - 2 戍'/(0按 （ Lebesgue ) 测度收敛意义下成立.与 


(11.4.5) 相比较， （ ii ) 得证 • 


□ 
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为了说明 Fourier 变换的用途，我们讨论如何用 Fourier 变换去求 
解以下的偏微分方程（称为波方程）的初值问题（也称 Cauchy 问题). 
为了节省篇幅，我们的讨论是形式的（即非严格的).下面求解波方程. • 

= 并要求 u («,-) = / o , t Um -(«,•) = /!, 

其中/。， /! € L 2 (R^;C). 附加要求的两个在 < — 0+ 时 u 和尝的条 

件称为初条件，也称 Cauchy 条件.满足 Cauchy 条件的波方程的求解 
问题称为波方程的 Cauchy 问题. 

假设 M 是波方程的 Cauchy 问题的解， t »( i , •) = : Fu ( t ，） = 

由引理 11.4.1 的⑼，有 




= 一(2兀) 2 旧 2 _，0， 


而且 对应于 Cauchy 条件有 


当€固定时，这是个关于 f 的二阶常系数线性常微分方程的初值问 
题，它在 §5.10.1 的谐振子研究中遇到过（参看等式 (5.10.1) 和初条件 
(5.10.2)). 根据等式（5.10.8)，有 


^.0 = cos(27r|^|^/ 0 (0 + ’靜 胤 

注意到 Hf ) 上式右端当 f 固定时作为€的函数，是平方 

可积的.很自然的，我们得到解的以下表达式： 

w(i,x) =[ 厂 1 W)](x) 

= J Rk ( COS (2tt| ⑽ 77 。⑹ + ^ 2 ^| ! -^/i(o)^- 
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虽然我们得到了波方程的 Cauchy 问题的解的明显表达式，但要从这 
个明显表达式得到有物理意义的结果仍有一段路要走.不过我们还有 
关于解的其他表达式，利用它可以得到有物理意义的解释.这将在本 
讲义的第16章的补充教材中轻微地触及. 

§11.5 习 题 


我们已经证明了函数/的 Fourier 级数在 Hilbert 空间 L 2 中收敛于/，但 
这并不意味着函数/的 Fourier 级数逐点收敛于/，甚至不意味着函数/的 
Fourier 级数几乎处处收敛于 /( 请同学构造 一串队 lj 上的函数，它在 L 2 ([0,1]) 
中收敛于零函数，但它在 to , ij 上处处不收敛？零).定理 11.1.1 告诉我们，连续 
周期函数/的 Fourier 级数在 Poisson 求和的意义下收敛 T /. 但这也不意味 
着连续周期函数/的 Fourier 级数逐点收敛于或几乎处处收敛于 /. 下面的第 
1题和第2题将介绍早在19世纪 Di r ich 〖 e t ， Dini 和 Jordan 等数学家给出的函 
数/的 Fourier 级数在某点收敛于/在该点值的充分条件的研究.虽然这些结 
果属于 Fourier 级数理论比较早期的 T 作，但这些工作的思路十分清晰而朴素， 
而且结果仍然很有用. 

1. 设0是 R 上的以1为周期的周期函数，且； GGGOdhC ). 

( i ) 试证：对于任何 j € N , 有 


E / 參一 — dy 严 x = f [MyX X -y)dy ， 


其中 


称为 Dirichlet 核. 


° j ( z ) = 


(7T(2j + 1)2) 
sin(7T2) 


t 提示： 利用以下恒 等式: 


(11.5.1) 



( 一 2j)y 一 p wi(2j+2)y 


一 e 27T\y 


(- 2j-l)y 一 e 7ri(2j+l)y 

- e^y 



( ii ) 试证: Dirichlet 核是以 1 为周期的周期偶函数， P ([0, lj ; C ). 我 
们还有 
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1/2 


2 / Dj(z)dz= / Dj(z)dz = 1, 


(11.5.2) 


且 


H / ^( y )« 


—27rimy 


dye. 


1/2 


一 1/2 


Dj(y)rp(x-y)dy 


1/2 DAy 、生 


(11.5.3) 


(iii ) 给定 x € [0,1 ], 假设 0(x-O) = lim 分 (y) 和岭 (x + 0) = lim ip(y) 

y-*x-0 V — 》 z+0 

均存在， 试证： 


亡 /^( y)e 


— 2n'\my 


dye 


^(x 一 0) + rp(x + 0) 


2 


其中 




A( y ) = rp(x + y) + rj){x - y) _ ip(x 一 0) + rp{x + 0) 


2. 设矽是 R 上的以 1 为周期的周期函数 ， RtP C ^([0,1); C ). 给定 
x 6 [0,1], 假设矽 (a: - 0) 和矽 (x + 0) 均存在 . 

⑴若矽在点 : r 处满足 Dini 条件 : 有某个 5 G (0, 1/2 ), 使得 

_ 办 < 0C, 

y 

其中 ％ (y) 如第 1 题 （ iii) 中所定义 . 试证： 

ip{x 一 0 ) + ip(x + 0 ) 

2 


L 


= Urn Y I 一 2Kimv dye ， 

J—oo ^ ../n 


注 结论⑴ 称为 Fourier 级数收敛性的 Dini 判别法 . 
提示： 对于任何 5 e (0,1/2), 我们有以下 等式： 


1/2 2 sin (7r(2j. + l)y) 

^(y) - 7~7 —~ L dy 

sin (nyj 


= y^2sin(.(2i + l )y )^-| y) 

• 1/2 2 sin (n(2j + l)y] 

+ / ~—- dy . 


dy 




对等式右端第二个积分直接用 Riemann - Lebesgue 引理来估计.等式右端第一 
个积分则用 Dini 条件及 Riemann - Lebesgue 引理来估计 


( ii ) 假设4在点 a : € R 处满足以下的 HSlder 条件： 

3a € (0, 1]3K > 03e > OVy G (x-e,x + e)(\t/j(y) - ^(^)1 < 一 2/ 广)， 
(特别，若分在点 z e R 处可微，则上述条件满足0 试证： 

lira y 2 [ 4( y ) e -" 27 nmy dye 2wim：E = rp ( x ). 

(提 示： 满足 Holder 条件的分必满足 Dini 条件且连续 .） 

( iii ) 假若 S ⑷在区间 [0,/ i ](/ i >0) 上有界且单调不减， 试证： 

^f o 9 (t)^^dt= ^g{+0)= 吾上 ，。咖 ). 

t 提示： 对于任何 <5 e (0,/ t ), 上式左端的积分可写成 ： 

[ 9( t ) s Y dt =g ⑽ j : ^+ J : m - 9( + 0 )) s ^ d t 

+ J s h \9( t )~9(+0)} S ^ dt , 

然后如下估计等式右端三个 积分： 

⑴此厂 ^ = , 

P-^OO J Q t 2 

(2) 利用 Bonnet 公式 (§6.9 题2的 ( vn )), 有 r ? e [0,5] 使得 

j\g(t)-g(+o)]^dt = [g(S) - 5 (+o)] ^ s -^dt 

彡 [3(0 _ 5(+0)] - sup / ^-dt ; 

0<a<P<oo J a 【 

(3) Um f\g( t ) ^ g(+0)]^dt = o) 

p-*°° Js 1 J 

( iv ) 我们先引进一个 概念： 

定义 11.5.1 定义在闭区间 [ a , 6] 上的函数矽称为（闭区间 [ a ,&] 上的）有 
界变差函数，假若有 M , 使得 h bj 上的任何分划 a = x 0 < xi <...< xn-i < 
X n = b 都有不等式： 
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幻爹 ㈣ -矽⑷- i)K M . 

i=i 

有界变差函数分在闭区间 [ a ,6 j 上的变差定义为 

n 

v ^' M ) = sup - tK 々- i ) I ， 

i=i 

右端的上确界 sup 是对 hb ] 上的所有的分划 a = Xo < Xi < … < Xn-l < 
Xn = b 取的. 

以下是有界变差函数的一些常用的性质. 

(1) 试证： 闭区间 [ a ， fc ] 上的有界单调函数必是有界变差的. 

(2) 试证： 闭区间 [ d ，6 j 上的两个有界变差函数之和，差及积均为有界变差的. 

(3) 若 [ a ,6】 3 M , 试证：区间 k 6] 上的有界变差函数在 [ c , d ] 上也是有 
界变差函数. 

(4) 若矽是闭区间 [ a , b ] 上的有界变差函数，试证: ip ( x ) = 是 

闭区间 [ a ， b ] t 的单调不减函数，且 Vx,2 / € [ a ， b](x < y => xp ( y ) - ^( x ) < 

(5) 若 0 是闭区间 [ a ，6) 上的有界变差函数，试 证：汾 在闭区间 [ a ，6] 上是 
两个单调不减函数之差. 

(提示：利用⑷ •) 

注 t 述结论 （5) 称为有界变差函数的 Jordan 分解 . 

( v ) 若4在闭区间 [ x -/ i,x + / i ](/ i >0) 是有界变差函数， 试证： 

+ 0) = lim V f ' i ；( y 、 e - 2 一 dye 2 气 

注结论（ V )称为 Fourier 级数收敛的 Jordan 判别法. 

( 提示 ：参看 ⑴的提示，并注意到 



2 sin ( n (2 j + l ) y ) 



dy = 



y 

sin ( Try ) 


2 sin (7 r (2 j + l ) y ) 

y 


dy . 


右端方括弧中的函数是有界变差函数，可以分解成两个单调不减函数之差，再用 
( iii ).) 


(vi) 若殄 在两个闭区间 [a: - /i ，： E]S[x ， a: + /i](/i>0) 是单调函数，试证: 


jKx 一 0) + il){x + 0) _ 
2 = 


= lim [ r / j ( y ) e ^ 2 nirny dye 27n 

i—°° ^ .Jn 


注结论 （ vi ) 称为 Fourier 级数收敛的 Dirichlet 判别法.历史上是先 
有 Dirichlet 判别法，后来 Jordan 研究了有界变差函数并得到了有界变差函数 
的 Jordan 分解，才把它推广为 Jordan 判别法.有人也称后者为 Dirichlet - 
Jordan 判别法. 

3. 试证： 

⑴叫。 £ |苧). 




(提示：在 (0,2 tt ) 上求函数 


( ii ) Va :€ (0,7 r )( - - - = g 


— x 


2 

sin 2 jx 


的 Fourier 级数 .) 


(提 示：在 （ i ) 的公式中把 x 换成 2 a :， 或在剛 （0， tt ) 上求函数^ - f 的 
Fourier 级数 .） 

⑽叫 。，令 

(提 示：将 ⑴的公式的左右两 端减去 （ ii ) 的公式的左右两端，或在区间 
(- 7 T ，7 r ) 上求函数 

{ 一 7 T /4， 当 一7 T < X < 0时， 

0, 当 a : = 0 时， 

7 r /4, 当0 < X < 7 T 时 

的 Fourier 级数 .） 


( iv ) dm + …. 

(提示：以 : r = tt /2 代入 （ iii ) 中的公式 .） 

,, 7T n 1 1 1 1,1 

(V) 3 =1 + 5-7-n + l3 + l7-*-* 
(提 示： 以 a : = tt / 6 代入 ㈣ 中的公式 .） 

(VI) 2^ ~ —5 + 7 — IT + I5 — 17 + 
(提示:以 X = 7 T / 3 代入 （ m ) 中的公式 .） 
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( vii ) Vx € (-7 T ，7 r)(x = 2 . 

(提 示：将 （ iii ) 中公式的左右两端的 2 倍减去⑴中公式的左右两端得到以 
上等式在区间 （0， tt ) 上成立，在点0处等式显然成立，再注意到等式两端均为 
奇函数，等式在区间 (-7 T ,7 r ) 上 成立； 或在区间 (-7 T ,7 r ) 上求函数 / Or ) = x 的 
Fourier 级数以证明等式 


㈣ 心 € «| 宁 


X - [ x ], 若 x 癸 Z , 
若 xez 


(提示：利用 （ ii ), 或在区间 （0,1) 上求函数 /( z ) = x - [xj = a : 的 Fourier 
级数 •) 

( ix ) Vx € [-兀斗 2 = y +4 g (- ir ^ j . 

(提示：在区间 (-7 r ,7 r ) 上求函数 f { x ) = a : 2 的 Fourier 级数 .） 

7 T 2 00 1 

(x) rS 戶. 

(提 示 ： Z = 7 T 代入 （ ix ) 的等式 .） 

注请参看 §5.8 第26题 （ vi ). 

, .v 7T 2 - ( 一 1) 卜 1 

( x1 )h = S — 


(提 示 ： x = 0代入 （ ix ) 的等式 .） 

㈣ 叫咖 z ( [士 !(-_). 

(提示：在区间 [-7 T ,7 r ] 上求函数 f ( x ) = cos ax 的 Fourier 级数 •） 

(― (_—(i 喆 =|^ 縛 

(提示：在区间 (-7 T ,7 r ) 上求函数 f ( x ) = sinarr 的 Fourier 级数 •) 


( xiv ) V 2^(7 rZ ) 


= r+E(-i) i 


2 z 


sin z z — 


Z 2 - ( j 7 T ) 2 


= - + E(-i) : 

Z ^=i 


z — jn z+jn 


(提 示： ® = 0 代入 （ xii ) 的等式 .） 
注请参看 §6.9 的第 31 题 （ vi ). 




(XV) Bernoulli 多项式（参看 §5.8 的第 21 题）有以下的 Fourier 级数表示: 


Vx 6 R\ZVneN 


/c€Z\{0} 


(2A：7ri) : 


(提示 ：利用 （ i ) 证明 n = 1 时的等式，然后再用归纳原理去证明对于一般 
的 n 以上等式也 成立. 这时要用到 §5.8 的21题 （ ii )，( iii ) 和 （ v ) 并利用分部 
积分法求出 Bn - fi(x - [x]) 与它的导数此+办- [ a :]) 的 Fourier 系数之间的关 
系 •） 

( xvi ) 偶数次的 Bernoulli 多项式有以下的 Fourier 级数表示： 
Vx€R\ZVn GN f H 吨 = 2(-ir' X ： • 


kGN 


(2kvr) 2n 


(提示：利用 (XV).) 

4. 设 t /； 是 R 上的以1为周期的周期函数，且 t ^ C ([0， l ); C ). 
⑴ 试证： 对于任何非负整数 J , 我们有 


1 •】 j 
^ tEE 


j+i ^ 


矽 ( y)e 


— 27rimy i _27fimi 


dye* 


=0 m=—j 




注函数 


sin 7 r ( t /+ l)z 


F J ( Z )= 


Sin 7TZ 


J+l, 


若 4 Z _ 
若 zeZ 


称为 Fej 6 r 核. 


提示：以巧表示 Dirichlet 核（参看第1题的⑴)，试证 下式: 


1 n / \ 1 sin7r(2j + l)z 1 (sinn(J + l)z 

ZT 乙 八 Z) 二 TXT 2-r dim = T+ \ ' 


J+l 


J+l U sin7rz 


sinnz 



下面的 （ ii ),( iii ) 和 （ iv ) 是 Fejer 核的基本性质： 

( ii ) 试证： 对于任何 J G NU {0}， 巧是 R 上以 1 为周期的连续周期 函数: 
Fj e ^{[o^R) K 

f Fj(z)dz = 1. 
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(iii) 试证: 对于任何 J E N U {0}, Fj ^ 0. 

(iv) 试证 : 对于任何 e e (0, 1 / 2 ), 当 J — oo 时， A 在 [e, 1 - e ] 上一致地 
收敛于零 . 

注请把和 （ iv) 中述及的 Fejcr 核的性质与公式 (11.1.4 ) 后所述 
及的 Poisson 核的性质⑴，⑺和⑶相比较 . 

(v) 设診在 [0, 1] 上连续，且刪 = 則 , 试证 : 


lim sup 


矽 ( x ) 一乂 


J + l 


sin7r(J + l)(x — y) 

.11 !,■ —I I . ■ ■ 国 • 

sin7r(x — y) 


^P(y)dy 



( 提 示： 参看定理 11.1.1 的证明 .） 

(vi) 设 ^([0,1); C ), 其中 1 彡 p < oo, 试证 : 

= 0 ; 

^ P ([0,1] ； C) 

( 提 示： 引进函数 M^) = 1!0, 一⑷，则上式可改写成 


lim 


#⑷一 


sin7r(J + l)(x - y) 
J + 1 I sin 7r(x — y) 


^(y)dy 



Fj ^ 1 \ l HI o ^ C) 



利用 （ ii) ， (iii) 和 （ iv ) 及 §10.9 的第 22 题的 (iii).) 

(vii) 试叙述并证明将 （ vi) 中的 Fej6r 核换成 Poisson 核后的命题 . 

5. 设 /ei l (R;c). 

(i) 记 ^ 

u ( x )= £ /(工+ •?■)， 

j=-oo 

试证： 上式右端在 ^([0,1]) 中收敛，且在 [0 ， 1 】上几乎处处绝对收敛 . 

( 提示：用 Beppo Levi 定理 .） 

(ii) 试 证：⑴ 中的 u 是以 1 为周期的周期函数，它的 Fourier 级数的第 n 
项的系数恰是 / 的 Fourier 变换在点 n 处的值： 



f f(x)e~ 2ninx dx = /(n). 
J —OO 


( 提示：用⑴ •） 

(iii) 若⑴中级数在 x = 0 处收敛，且 u 的 Fourier 级数在 0 处收敛于 
u(0), 试证： 

OC OO 

E /(J) = H /⑻. 
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(提示：因 E/ 0 ) = ,)•) 

注 ( iii ) 中的公式称为 Poisson 求和公式. 

( iv ) 假设 a ， 6 e N U {0 }， a < i >， /是 [ a , 6 j 上的连续可微函数.又设 


5 ( 工 ）= 


/( x ), 若 a < rr < b ， 

/( a )/2， 若 x = a , 

/(6)/2 ，若 Pb, 

0, 其他. 


试将 Poisson 求和公式用到 p 上以证明 Euler - Maclaurin 求和公式（参看 §6.9 
的第26题的 ( ii )). 

^ 提示： Poisson 求和公式告诉 我们： 对于任何整数 a 和6,只要 a < b , 我 

们有 




S ^ E 

\ n\^N 




;=a + l 


/ b rb 

f { t)dt + 2 y f ( t ) cos 2 nntdt 

= 广 /_- 2 会 f f\t)^ 

Ja n=l Ja 


sin 2 nnt 


再用第 3 题的 （ viii ) 和 Lebesgue 控制收敛定理. 
6.⑴设 





若0彡 x 彡1， 
若 x > 1， 

若一1 < i < 0, 
若 x < -1， 


试求： / =? 
( ii ) 试证: 






cos 2 zxdz = 



若0 < x < 1， 
若 a ： > 1. 


7.⑴设 
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其中 Mx ) 表示//阶的第一类型 Bessel 函 数：当 R /i + $ > 0时, 




(\> d <\> 


= IXm ^1/2) f 一 __ 

(提示：把直角坐标换成球坐标，参看 §8.8 第3题 .） 

注这个结果属于 S . Bochner . 

( ii ) 试证: J ^{ z ) = ^^ simz . 

( iii ) 试证： 对一切 n € N ， 有 

12. 设 (^ ez ^ R ). ⑴ 试证： 

J exp(27riy^) ^ J 0(z) exp(-27rix^)<ir^ 

2 <t>{y + u ) + < t>{y - u ) sin 2 nuR , 


( ii ) 试建立 Fourier 变换的反演公式: 


exp (27 riyO 



0( x ) exp (—27 rix^)dx Jd ^ = 


<t>(y + 0) + 0(y — 0) 


成立的 Dini 条件及 Dirichlet - Jordan 条件. 
( iii ) 试将以下表示式 


: p(27rij/0 



(f>(x) exp(—2nix^)dx ) dr 


化简成通过类似于第 4 题的 Fejer 核表示的那样的表达式. 


*§11.6 补充教材一. • 局部紧度量空间上的积分理论 


建立在第9章测度理论基础上的第10章的积分理论与第6章的 Riemann 

积分和 Riemann-Stieltjes 积分理论最主要的区别在 T 1 : [0,】] 上 Riemann 可积 

函数全体未能在范数 i 

1/1 = / \f(^)\dx 
Jo 
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的意义下构成个完备的陚范线性空间（参看 §10.9 的第31题)，而第10章的积 
分理论中的可积函数类较之 Riemann 可积函数类大为扩大，使得新的积分理论 
中的全体可积函数在类似的范数意义下构成了一个完备的陚范线性空间（参看 
定理10.7.4)，新的积分理论的这个特点大大方便了它在微分方程，概率论及函 
数论的研究中的使用，也因为如此，新的积分理论将 Riemann 积分和 Riemann - 
Stieltjes 积分理论送进了历史博物馆.在第9章中先将具有某种可加性质的非 
负集合函数扩张成某个^代数上的可数可加的非负集合函数（也称测度)，然后 
在这个测度理论的基础上建立起具有我们所需要的完备性的积分理论.一个为 
建立我们所需要的完备性的积分理论的更为直接的途径似乎应该是将相对于没 
有我们所需要的完备性的积分理论中的全体可积函数组成的空间完备化.这种 
绕过了测度理论而直接建立起具有我们所需要的完备性的积分理论正是本节的 
补充教材所要介绍的.在建立这种积分理论的过程中，我们顺便还得到连续函数 
空间上的连续线性泛函的 Riesz - Kakutani 表示定理.它也为补充教材二中即将 
介绍的广义函数理论提供了重要的背景材料. 

11.6.1 C 0 ( M ) 上的正线性泛函 

例 11.6.1 闭区间 [0,1] 上的连续函数的 Lebesgue 积分可以看做一个映 
射： 

/： C ([0, 1】、 - R , /: C ([0, /(/) = f ( x)dx € R . 

这个映射 / 是线性的： 

Va ,6€ RV /, 5 € C ([0, l ])(/( a /+ 6 g ) == al ( f ) + 

且满足以下的正性 条件： 

<^([0,1]) 3 / ^ 0 1( f ) = P f ( x)dx ^ 0. 

Jo 

闭区间 [0，1] 上的 Lebesgue 积分是正线性泛函这个性质是刻画第10章中的积 
分（闭区间[0，1]上的 Lebesgue 积分只是它的特例）概念的最根本的性质.本 
节想从正线性泛函的角度介绍局部紧度量空间上的积分理论. 

定义 11.6.1 拓扑空间 M 称为局部紧拓扑空间，若对于任何点 XGM ， 
有： r 的邻域 t /， 使得[/的闭包17是 M 中的紧集. 

注本节的全部理论几乎都可以建立在局部紧的拓扑空间 M 上.为了方 
便，我们的讨论将限制在 M 是个局部紧度量空间的情形.应该指出，我们这样 
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作并未做出太多的限制，因为满足第二可数公理的局部紧拓扑空间都与某个局 
部紧的度量空间同胚（参看，例如， [6]). 从现在开始，除非作相反的申明，本节 
(§11.6) 中的 M 将永远表示一个局部紧的度量空间. 

定义 11.6. 2 设 M 是局部紧度量空间， C 0 ( M ) 表示 M 上具有紧支集的 
实值连续函数全体.映射 L Co ( M ) — R 称为 C 0 ( M ) 上的一个正线性泛函，假 
若它满足以下两个条件. • 

(i) V/, 9 € C 0 (A/)VA, /x € r(/(A/ + W ) = Xl(f) + ⑷)； 

(ii) v/^o(/(/)^o). 

例 ll . 6 . 2 设久 ={0,1} 是由 0 和 1 两点构成的集合，在 X 上赋予离 
散度贵后，它就成为紧度量空间.又设 p € [0,11，对于任何/ e C 0 ( X ), 构筑泛 
函/: C ( X ) ^ R 如下： 


i (/) = ( l - p )/(0)+ p /( l ). 

不难检验，如此定义的 Z 是 C ( X ) 上的一个正线性泛函.概率论称这个赋予 
点1概率 p 后的空间 X = {0，1}为 Bernoulli 概（率模） 型. 在概率论中， 
/ € C ( X ) 称为概率空间久== {0,1} 上的一个随 机变量 ，还称 Z (/) 为 随机变 
置 /的 (数 学） 期望，常记做 E ( f ) = 1( f ). Bernoulli 概型的涵义是这样的：作一 
个只有两种试验结果的随机试验,这两种试验结果分别称为成功与失败，设成功 
的概率为 P ， 失败的概韦为 (1- p ). 成功后记分/( I )，失败后记分 f ⑼，则随机 
试验后得分的（数学）期塑值应是 E ( f ) = /(/). 直观地（即并小•严谨地）说，•当 
进行很多很多次试验后，得分的平均值很可能（在某种意义 K ) 相当好地接近子 
期望值 EU ) = /(/)• 

例11. 6 .3 设 A： = {0, 1}" 是 n 个由0和1两点构成的集合的笛卡儿 
积，在 A： 上赋予离散度 ffl 后，它就成为紧度量空间•久= {0,1}” 中的点可以写 
成 (xi r -.,x n ), 对于任何 j e {1， …, n }， 巧 或为 0, 或为 1. 又设 [0，1], 对 
于任何/ e C ( X ), 构筑泛函/ : C ( X ) ^ R 如下： 

l (f) = -?)("- E ’’ =lXj ). 

(x lt ---,x n )ex 

不难检验，如此定义的 / 是 C ( X ) 上的一个正线性泛函.本例中空间的概率的 
涵义是这样 的：作 n 次互相独立且只有两种试验结果（称为成功与失败）的随 
机试验，每次试验成功的概率为 p ， 失畋的概率为 (1- p ). 点 （ cn ，… ，: r n ) 表示 
第 j 次试验结果为巧 （j = 1， …， n ; l 表示成功, 0表示失败). f ( x u . . • ， 〜）表 
示试验结果为 ( xi ,..., x n ) 时所记的分数，则 /(/) 表示 n 次试验后得分的期望 
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值.假若试验结果为 ( X !,..., X n ) 所记的分数只依赖于成功的次数乙巧，即有 


一个一元函数仏使得 


f(Xi ， … ， x n ) = g 




则上述 n 次试验后得分的期望值应为 


描述这个只依赖于成功的次数的得分期望值的更为简单的概率模型是 Y =彳0,1， 
2, •…， n }， K 上賦予离散度量使之成为离散度量空间 . Y 上的任何函数 5 都是 
随机变量, g 的期望值是 


E (9) = 5^ g ( k ) I n ] p k (l « p ) 


(:) 


映射 g H E ( g ) 也是 C ( Y ) 上的正线性泛函，它刻画的概率称为二项槪率.我们 
愿意指出二项概率在离散度量空间 y = {0， l ，2,."， n } 上的概率测度由下式确 


p ( fc ) 


=(:) 


P fc ( l - P ) 


fc = 0 ，l 


例 11.6.4 设 X = R , X 上的距离定义为 p ( x , y ) = | x - y |. 显然， ( R , p ) 
是个局部紧度量空间 . Co ( R ) 上的线性泛函 Z 定义 如下： 对于任何/ G C 0 ( R ), 




易见， i 是 C 0 ( R ) 上的正线性泛函.这个正线性泛函相当于概率论中正态分布 
的概率空间上的随机变量/的数学期望. 

11.6.2 可积列空间 r 1 

为了以后讨论方便，我们引进半賦范线性空间的概念如下： 

定义 11.6.3 设 E 是实数域 R ( 或复数域 C ) 上的线性空间（可能有限 
维，也可能无限维)，映射 

\-\e ： E^R 

称为 E 上的一个半范数，假若它满足以下三个 条件： 
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(a) Vx G E{\x\e ^ 0); 

(b) Va: e € R( 或 C)(|Ax| E = \X\\x\ E ); 

(c) Vx, y e 五 (jx + y|£ < \x\ E + |j/U). 

(^l-k) 称为半賦范线性空间.有时，当半范数丨如已在上下文中不言 ft 明时， 
半陚范线性空间（£；， | • 1 e ) 也简 记做仏 

若条件 （a)，(b) 和⑷中的⑷换成以下更强的 条件： 

(a') Vx G E(\x\e ^ 0), 且 | x|e = 0 x = 0. 

(五，丨 • k) 便是已经在 §7.9 节第 1 题中研究过的賦范线性 空间. 这时，丨 • k 称 
为 E 上的一个范数. 

在 §7.9 的第9题中讨论过度量空间的完备化的概念，它完全可以搬到半赋 
范线性空间上.下面只是叙述结果，证明留给同学了. 

命题 11.6.1 设（X, | • |x) 是个半賦范线性空间，X中的点列 {x n } 称为 
Cauchy 列，假若 

JyJL km-xn|x =0. 

n-^oo 

在X中的 Cauchy 列全体构成的集合上引进关系“〜〜 { y r J, 当且仅当 


liin \x n - Vn\x = 0 . 

n—^oo 

易见，〜是等价关系.由全体 Cauchy 列（关于以上等价关系）的等价类为元素 
构成的集合记 做尤. [{ x ri }) G 表示以（X， I • |x) 中的元素构成的 Cauchy 列 
{x n } 为代表的等价类.在尤上可引进线性运算 

a[{x n }] + b[{y n }] = [{ax n + by n }\ 

和范数 

\[{^n}]\x = lim \x n \x 

n—♦oo 

(请同学们自行检验如下的 命题： 以上定义的线性运算和范数不依赖于等价类中 
代表的选择)，使得 (^|-U) 成为一个 Banach 空间，它称为半赋范线性空间 
(X ,|.| x ) 的完备化.构造映射 i ： X ^ X 如下： 

Vx € X (i{x) = [{x n }], 其中 Vn € N(x n =x))， 

则映射 i 是保范映射： Vo; € X{\x\ x = |iOr)|Ar )， 且 i(X) 在疋中稠密. 

为了方便 > 常简记做 o:. 不难证明，对于一切 y = [{x n }] € X ,我们有 

lim \y- i{x n )\x = 0. 

n—♦oo 
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应注意的是，因为久是半陚范线性空间，虽然 i 是保范映射，但一般来说 i 
未必是单射. 

设 M 是个局部紧的度量空间， Co(M) 表示 M 上具有紧支集的实值连续 
函数所构成的（实）线性空间， f 是 C 0 ( M ) 上的一个正线性 泛函. 对于任何 
cG C 0 ( M ), 定义 c 的 Z - 半范数 如下： 

| c| f =/(| c |), (11.6.1) 

等式右端的 |cj € C 0 ( M ) 是这样定义的 •• V:r € M {\ c \( x ) = | c ( x )|). 不难检验， 
相对浐以上定义的半范数 I •卩， ( C 0 ( A /)， H ，) 是个半賦范线性空间. 

定义 11.6.4 半陚范线性空间 ( C o ( M ),|.|0 的完备化称为可积列空间, 

记做 C \ C X 中的元素称为可积列.£线性泛函/可以用以 K 方法连续地延拓成 
— R 的线性 泛函： 记/ = [{ on }] e 其中 [{ cn }] 表示以半赋范线性空间 
( C 0 ( M ), | •卩）中的元素构成的 Cauchy 列为代表的等价类，延拓后的线性 
泛函（仍记做 /) 在/ == {{ cn )]£ C l 处的值定义为 

/(/) = lim l ( cn ). 
n—oo 

显然，上式右端的值不依赖于代表 { Cn } 的选择，且 


附 )1 < 1/1“ (11.6.2) 

其中 | 几表示/在半陚范线性空间 ( Co ( M ),|.|0 的完备化 d 中的范数. 

注1因为 Z ： 1 中的元素是中的 Cauchy 列的等价类，因此 
C 1 称为可积列空间，而不称为可积函数空间.将来可以 证明： （ C 7 0 ( M )，| •卩）中 
的每个 Cauchy 列的等价类在某种意义下与一个 M 上定义的函数的等价类相 
对应.到那个时候我们就可以引进可积函数及可积函数空间的概念了. 

注2 设/ = [{^}] e C \ 易见1/ — — 0. 我们愿意提醒同学注 

意 §7.9 的第9题中的 结果 ： cn € Co { M ) C C \ 事实上是把 c n e C 0 ( M ) 与 
[{ Cn ^ Cn . Cnr -^ eC 1 相对应了 • 

注 3 为了简化记号， Z ： 1 中的范数和 ( Co ( M ), 中的范数用同一个记 
号 I •卩 表示.在具体的问题中，通过上下文应该弄清楚所遇到的记号丨•卩究竟 
表示哪一个空间中的范数. 

定理 11.6.1 设0是个 R — II 的 Lipschitz 连续函数，换言之，有 fc € R 

使得 

€ R ^( x ) - ( p ( y )\ ^ k\x - y )(11.6.3) 
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又设 0(0) = 0. 我们有以下两条 结论： 

( i ) 若 {〜} 是 Cauchy 列，则{^)}是在范数的意义下的 Cauchy 列. 
⑼若 { Cn } 与 { dn } 是等价的 Cauchy 列，则侦 Cn )} 与 {< P ( d n )} 等价. 
对于任何/ = [{ cn }] e /:\ 今定义 0(/) e d 如下： 

Hf) = [{^( Cn )}]. (11.6.4) 


根据前述两条结论，如上定义的 0(/) 的确是/: 1 中的元素.对于这个 d 到 fi 
身的映射 4>： c l ^ c \ 我们还有以下的 性质： 

V /， 5 e £ 1 ( l ( K /)-< Kp ) lz < fc |/- A ). (11.6.5) 

证设 CneCo ( M)(n = 1,2,…)，且具有紧支集连续函数列 { Cn } 在 Z - 范 
数的意义下是 Cauchy 列，/是 { Cn } 在 GC 1 中的广范数下的极限.根据定义 
11.6.4 的注2, / = [{ On }] •由于必⑼= 0, 0( Cn )€ Co ( M ), 另一方面 ，对于任何 
x € M ， 我们有 

|0(Cn(:)) _0(Cm(:))l < k\Cn(x) -Cm(x)l, 

因此 


\4>{Cn) - <t>{Cm)\l = - ^(Cm)|) 

O •《|Cn - Cm|) = fc|Cn - Cm\l- 


( 11 . 6 . 6 ) 


故 {0(〜)} 在 Co(Af) 中也是在 Z- 范数的意义下的 Cauchy 列，结论⑴得证. 
为了证明结论 （ ii )， 也即证明 （11.6.4) 的右端的值不依赖于代表 {〜} 的选取, 
换言之，我们要证明 


lira \cn - dn\i = 0 ==> lim \4>(cn) - (t>{d n )\i = 0. (11.6.7) 

n—♦oo n—*oo 

利用 （11.6.3) 便得到 |0( Cn ) - 0( dn )| 彡 fc|Cn - dn |， 因此 

|0(Cn) - <l>(dn)\l ^ k\On - d n \l ， (11.6.8) 

(11.6.7) 是 (11.6.8) 的直接推论. 

最后我们还要证明 (11.6.5) •设/ = [{Cn}], 9 = [{dn}] y 只要在不等式 

(11.6.8) 两端取 n —► oo 时的极限， (11.6.5) 便证得了. 口 

注1使得 (11.6.3) 成立的常数 fc 称为 Lipschitz 连续函数0的 Lipschitz 

常数. Lipschitz 连续函数0的 Lipschitz 常数可以有很多，0的这些 Lipschitz 
常数的下确界也是令的 Lipschitz 常数，它是少的最小的 Lipschitz 常数. 
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注2由定理 11.6.1 我们有以下命题 •.设 f n (n = 1,2,…）是 Z ： 1 中的 
Cauchy 列，: R —► R 是 Lipschitz 连续函数，则 ( f >( fn){n = 1，2, …) 也是 
中的 Cauchy 列，且 

I - lim < p ( fn ) = lim f n ), 

n—*oo \ n—»oc / 

其中 Mim 表示在范数丨 •卩 意义下的极限. 

让定理 11.6.1 的 Lipschitz 连续函数0取一鵠特殊的函数，我们将得到关 
于 (7o(M) 中的元素构成的 Cauchy 列的等价类的一些重要概念.以下几个例所 
引出的概念是常用的. 

例 11.6.5 令 

，⑷={ 0 , 

[ x , 若 x > 0. 

显然，矿是 Lipschitz 连续的，且 0+(0) = O.0 + (x) 称为 x 的正部.在 §10.1 中， 
对 于函数/,我们己经引进了以下 记法： /+ = 0+(/)， 并把 旷 if ) 称为函数/的 
正部.根据定理 11.6.1, 我们己把这个记法推广到/是 C 0 (M) 中的元素构成的 
Cauchy 列的等价类的情形.换言之，对于任何/ = [{cn}] € Z： 1 有广= [{c r t}], 
并把 疒称为 C 0 ( M ) 中的元素构成的 Cauchy 列的等价类/ = [{〜}] €乙 1 的 
正部. 

有了 Z ： 1 中元素的正部概念，便可在以的元素之间引进大小比较的概念. 
定义 11.6.5 对于任何可积列/ € Z ： 1 , 若/+ = /，则可积列/称为非负 
的，记做/彡 0. 对于任何/，3€广，若 / — 则称 
以下三个注解中结论的证明留给同学了. 

注1若/ = [{ Cn }) 非负，则/ = 旷 [ f ) = K0 + (Cn)}j •故/非负的充分 
必要条 件是： /是一列非负紧支集连续函数在 Z- 范数意义下的极限.由此，我们 
有/彡0 4i(/) 彡 0. 

注2若/彡0,则|几=/(/). 

注3若/彡0, 9彡0,则/+5彡 0. 

例 11.6.6 设6彡0,记 


0 6 (x) = 


x , 若 x < b ， 
6, ^ x > b . 


易见，#是 Lipschitz 连续函数，且= 0. 我们常用以下 记法: / 6 
例 11.6.7 设 a < 0,记 


= #(/)• 
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( f > a ( x ) = 


{ a , 若 : r < a , 
x , 若 x > a . 


易见，(^是 Lipschitz 连续函数，且“⑼= 0. 我们常用以下 记法 ： / a = Mf )- 
例 11.6.8 设 a 彡0彡记 


1 a , 若 ： r < a , 
x , 若 a 彡 x O , 
b , 若 z > 6. 


易见，此是 Lipschitz 连续函数，且々⑼= 0. 我们常用以下 记法 : / a b = _• 
利用户= 〆(/)， / a =么 (/) 和 / a b = < t > b a ( f ) 的概念，可以在 Z ： 1 的元素中 
引进有上界，有下界和有界的概念. 

定义 11.6.6 若 3 b 彡 0( f b = f ), 可积列/称为有上界的.若 3 a 彡 
0(/。= /)，可积列/称为有下界的.若 3 a < 03 b > 0(/ a 6 = /)，可积列/称为 

有界的. 

以下两个注解中结论的证明也留给同学了. 

注1 /有界当且仅当/既有上界又有下界. 

注2若 / = ({ cn }] G C 1 有界，则 03 b > 0(/ = _ = [{^( c n )}]. 
故 / 有界的充分必要条 件是： / 是一个一致有界的紧支集连续函数列在范数 
意义下的极限.换言之，有 Cn G C 0 ( M ) 和 d ，6 € R ， 使得/ = [{ Cn }]， 且 

Vn G NVx G A/(a < Cn ( x ) ^ bj . 

下面的定理是第 10 章中关于可积函数的 Beppo Levi 单调收敛定理在（由 
Cauchy 列等价类组成的）空间广上的 翻版： 假设 f 是 Co ( M ) 上给定的正线 
性泛函. 

定理 11.6. 2 (Beppo Levi 关于列的单调收敛定理）设 {/ n } 是乙 1 中的 
元素构成的单调列.又设数列 {/(/ n )} 有界，则 {/„} 在范数意义下收敛于 Z ： 1 
中的一个元素/，且 /(/) = ^ m / C / n ). 

证不妨设 {/ n } 是 iii 增的 : /n < / n +1 .因 Z 是正线性泛函，数列 
{/(/ n )} 也是单调递增的.按假设，数列 ( Z (/ n )} 是有界的，故 Jim /(/ n ) 存在且 
有限.当 n 〉 m 时，有 


/n-/m|£=i(/n-/m)= l(fn) - 
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因收敛数列 {/(/ n )} 是 Cauchy 列，故 {/ n } 相对于范数是 Cauchy 列.作为 
( C 0 ( M ),|.| z ) 的完备化的乙 1 当然完备， / n 在 Z - 范数意义下收敛于乙 1 中的一 
个元素 /. 因 

| i (/)- i (/ n )| = |/(/-/ n )|^|/-/ n | l , 

故 /(/) = lim /(/ n ). □ 

n—oo 

定理 11.6.3 

\/ fec l U 6 lim f b a = f\ 

\ a- 4-00 / 

证设 / = [{ Cn }], 其中 {〜} 是由 M t 的具有紧支集的连续函数构成的 
Cauchy 歹! J . 因 / = f 一 lim Cn ， 对于任何 e 〉0,有 TV e N ， 使得 

71—^00 

\f-c N \ t <e. (11.6.9) 

因 c / v 在 M 上有界，故 

3c < 03d > OVx € m(c < cn ( x ) < dj. 

例 11.6.8 中的函数以是 Lipschitz 常数为 1 的 Lipschitz 连续函数，由不等式 
(11.6.5), 有 

Va ^ cV6 ^ d[\f b a -c N \i = \d> b a (f) - 4> b a(cN)\ < 1/ - c“ < e). (11.6.10) 

再由三角形不等式， (11.6.9) 和（11.6.10)，当 a 彡 c 且 b 彡 d 时,我们有 (cr,) b a = 
c N , 因而 

|/-/ a |/=|/- CN + CN -/ a ^ 

<：\f -Civ\l + |c/V ~ fall = 1/ - CAr|i + |( c^)a - fa\l < 2^- 口 

11.6.3 局部紧度量空间上的外测度 

到现在为止，我们只把正线性泛函/的定义域扩张到了乙 1 上,而后者是半 
陚范线性空间 (Co(M)A-h) 的完备化，它的每个元素都是由 （ Co ( A/)，h W 中 
的元素构成的 Cauchy 列的等价类.我们想把每个由 ( Co ( M ),|.|0 中的元素 
构成的 Cauchy 列的等价类与 M 上相对于某个与正线性泛函 Z 有关的测度几 
乎处处有定义的函数建立一个对应关系. “ 相对于某个测度几乎处处”这个副词 
的确切涵义将来再说明.正线性泛函 Z 的定义域乙 1 通过这个对应关系便可转 
变成一个在 M 上相对于某个测度几乎处处有定义的函数构成的一个集合.只 
有这样做之后，正线性泛函 Z 才有可能被看成为函数的积分，而不只是关于由 
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( C 0 ( M ), MO 中的元素构成的 Cauchy 列的等价类的泛函.为了给出“几乎处 
处”的确切定义，应在 M 上引进一个与泛函 f 有关的测度.为此我们先引进与 
泛函 Z 有关的任何开集的体积的概念.利用它再通过 Caratheodory 的方法引 
进外测度，可测集及测度等概念. 

定义 11.6.7 设 M 是个局部紧的度量空间， G 是 M 中的一个开集 .M 
上具有紧支集的实值连续函数 c 称为 G 的一个容许函数，假若它满足以下两个 
条件: 

( i ) supp c C G ; 

( ii ) Vrr € M ( c ( x ) < 1). 

G 的全体容许函数组成的集合记做 A { G ). 对应于正线性泛函！的开集 G 的体 
积 K ( G ) 定义为 

V ( G ) = sup 1( c ). 

c€A(G) 

定理 11.6.4 开集的体积 V ( G ) 具有以下 性质： 

⑴空集的体积 为零： K (0) = O . 

( ii ) 体积 V 是单调集 函数: 若 G 和//是开集，且 G C //，则 V ( G )< V ( H ). 

( iii ) 体积 K 是次可数可加 的：若 是可数个开集，则 

\ n=l / n=l 

( iv ) 体积 K 是可数可加 的：若 G n 是可数个两两不相交的开集，则 

\ 71—1 ) n— 1 

( v ) 假若开集 G 的体积有限: K ( G ) < oo , 则对 T 任何 e > 0,必有紧集 
KCG , 使得 ft ： 在 G 中的余集的体积 V(G \ K )< e . 

为了证明这个定理，我们需要如下的引理： 

引理 11.6.1 设 C eC 0 ( M ) 是0仏的容许函数，其中 { G ! ，…， G ； v } 
是有限个开集，则函数 c 有以下表示： n_1 



( 11 . 6 . 11 ) 


其中 Cn G X ( G n )， = 1， • • • ， N . 
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证对于任何 : r € supp c, 有一个 n e {1， • • • ， 7V}， 使得: r e G n . 因 Gn 
是开集，有 G > 0, 使得以 a: 为球心，^为半径的开球 B ( Xi s x ) cG n . 对于每 
个X e supp c 构造 A/ 上的函数 L 如下：对于一切 y e M， 令 


㈣ /2 , ’叫 广 ㈣ ’ 


若 p(y，a：) < W 2 , 
若 p ( y , x ) ^ e x /2. 


易见，如上定义的函数^具有以下三条 性质： 

(1) 心在 M 上非负 连续； 

(2) Vx £ suppc(6 ： r(x) > 0); 

(3) Va: € supp c 3n G {1, • • •, N}(^supp b x C G n ). 
记 Ox = {y € M : b x (y) >0], Ox 是开集，且 


supp e C U 

x€8UppC 

因 suppc 紧，有有限个点巧 （j = 1,…， K"), 使得 

K 

supp c C [J Ox r 

因而 

Vy e supp C ( (y) > 0). 

把所有支集包含在 G n 内的之和记为显然，在 C 的支集上我们有 
f： 6n > 0•令 

n=l 

| 6 n (x)c(x) ^ 广 

N ' 若怎 esuppc， 

£ ^n(x) 
n=l 

0, 若 x 味 suppc, 

易见 Cn 在 M 上连续, 0彡 Cn 彡1,且 SUpp Cn C G n , 换言之， G 是的容许 
函数.另一方面，易见 f： Cn = C. 引理证毕. □ 

n=l 

注请将以上的引理与 §8.6 的单位分解定理相 比较: §8.6 中的讨论是在 
R n 上进行的，而我们这里是在局部紧度量空间 M 上进行的. §8.6 中研究的是 
可微函数的分解，而我们这里研究的是连续函数的分解. 

定理 11.6.4 的证明⑴和 （ ii ) 是显然的.今证明 （ iii ) 如下.•设 c 是 
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0 Gn 的容许函数，因 C 是紧支集的，必有 TV e N ， 使得 C 是 U Gn 的容许 

n=l n=l 

函数.由引理 11.6.1, 有的容许函数 cn ( n = 使得方程 （11.6.11) 

成立.故有 

^) = E/(Cn)^f ； nGn). 

n=l n=l 

因而 

N 

V ( G )= sup l ( c )^ Yv ( Gn ). 


( iv ) 给定了任何自然数 iV ， 对于任何自然数的容许函数 Cn 


使得 


V ( G n ) - ^2 < 


( 11 . 6 . 12 ) 


因两两不相交 ， E On 是 U Gn 的容许函数，故 


N / N 

^Z(Cn)=/l Y . 0 ^ 

n=l \ n=l 



注意到不等式 (11.6.12), 有 


让 yv — oo , 便有 


n=l \ n=l / 


注意到 K 的次可数可加性， （ iv ) 证毕. 

( v ) 既然 V { G ) < cx ), 则对于给定的 e >0 ,Wce 4( G )， 使得 


V ( G ) - I ^ 1( c ) ^ V ( G ). 

记夂= suppc , 显然， K 是紧集而 C \ K 是开集 • 假设 c】e \ 尺)， 则 
c + ci€ A(G). 故有 ；(c + ci)^ V{G), 换言之， Z(ci) < V{G)-l{c)< S -. 所以， 
我们有 

V(G\K') = sup i(ci ) 彡备 < e. 口 

Cl eA(G\K) ^ 
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定理11. 6 .5 (关于开集体积的 Chebyshev 不等式）设 /i 是个 M 上的 

非负连续函数， a 是个非负实数.记 G a = { a : € M : / i ( o :) > a }， 则 

V(G a ) ^ - 1(h). 
a 

证我们先证明以下不等式：对于任何 G a 的容许函数 c a ，有 

Vx€M^c a (x)^ ^/i(x)V (11.6.13) 


理 由是： 当 rr _ G a 时， c a ( x ) = 0而 ^ h { x ) ^ 0,以上不等式当然成立•当 

X e G a 时， l/l ⑷> 1而 Ca(x) ^ 1，以上不等式也成立. (11.6.13) 证得. 因/是 
a 

正线性泛函，故 

l(Ca) ^ ^ 1(h). 


由此 


V{Ga) = SUP l(c a ) < - 1 (h). 

Ca € A ( G a ) a 


□ 


下面我们引进一个与正线性泛函 f 有关的外测度. 

定义 11 . 6.8 设 S C M ， 则 S (相对于正线性泛函 Z ) 的 Z - 外测度定义为 


H\S) = inf V(G). 

开集 G ?3 S 

若集合 /V C Af 的 /- 外测度 〆 为零： 〆 (#) = 0,则称 yv 为 / i - 零集 (当 M 由上 
下文己不言自明时， 简称零集). 

注这里引进外测度的方法就是引理 9.3.1 引进外测度的 方法： 这是因为 
开集之并仍是开集，而开集之体积有次可加性，故 




oo 

inf Y V{G n ). 
Uf n ) 十 
^是开集 n_1 


由定义 11.6.8 及体积 K 的单 调性: 开集 Gi C 开集 G 2 => K(GiK V ( C 2 ), 
对于幵集 G ， 我们有 / i *( G ) = V(G). 

由引理 9.3.1， 以上定义的 Z - 外测度 〆 是定义 9.3.1 意义下的外测度.由这 
个外测度出发，可以用定义 9.4.1 ( Carathfodory 的）方法构筑 / i •-可测集构成 
的 (7- 代数及在这个 a - 代数上的测度 / i . 换言之，第9章的测度理论中的定理 


*§11.6 补充教材一：局部紧度量空间上的积分理论 53 


9.4.1(Caratheodory 定理） 可以 用到这里来.应注意 的是： M 的全体开集并不 
构成代数，故定理 9.4.2 并不能直接用上.不过，我们有以下定理. • 

定理 11.6.6 如上定义的（相对于正线性泛函 Z) 的外测度是度量外测 

度 • 

证设&和 S 2 是 M 中的两个完全分离的集合，记 



p(x,y) > 0. 

y ^ S 2 


令 

Ci = {x e M : inf p(x，y) < e/2}, t = 1, 2. 

易见， Gi 和 (7 2 是互不相交的两个开集.由外测度的定义，对子任何 e > 0,有 
M 中的开集 0 3&U&, 使得 


^(SiUS 2 )^ V{0) - 6. 

由此， 

/x*(SiU5 2 ) &中 n (G! U G 2 )) -e, i = 1 ， 2. 

由开集体积的可加性，我们有 

M*(Si) + /i*(5 2 ) < V(OnGi) + V{ODG 2 ) 

= v[o n (Gi u G 2 ))</▲• (Si u s’ 2 ) + 

由 e 的任意性，定理证毕. 口 

这样，第9京中关于度 tt 外测度的结果，特别是定埋 9.5.1, 可以搬到这里 
来.所以我们有以下的推论： 

推论 11.6.1 假设局部紧度量空间 M 上给了一个正线性泛函相对于 
正线性泛函/用定义 11.6.8 的方法产生了 Z- 外测度〆，再用测度理论中的定 
理 9.4.1(Caratheodory 定理）的方法产生测度 /i 及相应的可测集类，则 M 中 
的 Borel 集皆 /x 可测. 

第9章中用开集和紧集夹住可测集的方法刻 fli 可测集的定理 9.5.2 是只对 
R" 上的 Lebesgue-Stieltjes 测度表述的，现在我们可以将它推广为以下 形式： 
定理 11.6.7 局部紧度量空间 M 上给了一个正线性泛函 Z. 假设 S C M 
相对于 Z- 外测度〆是可测的，且集合 S 的闭包歹的 M 测度是有限的，则对于 
任何 e > 0,有开集 (/ 和紧集 K， 使得尺 C S C f/， 且 MW \尺）< 匕特别，假 
若可测集 ECM 的闭包忑是紧集，则对于任何 e > 0,有开集和紧集 
仏使得 ft： C £ C C/， 且〆 f/ \尺）< 已 
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证先证明定理的前半部分.由外测度的定义，给定了 e > 0,有开集 
V 3 S 使得 V ( U ) < fx ( S ) + e /3 < oo . 根据假设，5的//测度是有限的，故 
有开集 G 〕友，且 G 的 M 测度是有 限的. 因 G \ S 可测，有开集0使得 
GdOdG \ SdG \ S,R fi ( 0 ) = V ( O ) < fi ( G \ S ) + e / 3 .mS 可测，故 

\ O) = tx ( G ) - /x(0)> /i(G)-/i(G\5)-e/3 = /x(5) ^ s / 3 . 

记尺 =( ； \0. 易见尺 = G\OcG\(G\ = &由此可得 

/ i ( S \ K )= fi ( S ) - tx { K ) = tx ( S ) - n(G \ O ) < £/3. 

另外我们还有 

K = C\0 = G\(0u{G\S)) = Gn(0u(G\S)) c 
= Gno c niGnS 0 ) 0 = GnO c n{G c US) 

= O c n [{G n G c ) u (Gn S)] = o c ns, 

最后一个等式用到了 CDS 的事实.由上述等式便知 K 是闭集.易见 K == 
G \0 C G \{ G \ S ) = S . 这样，我们有 /C C S C t / ，且/ \ 尺）= 
H(U \ S ) + ( i(S \ K ) < ( 2 e )/ 3 . 由定理 11.6.4 的 （ v ), 有紧集 Ki C U ， 使得 
V {( J \ K x )< e / 3 . mLK 2 = KHK u 显然/ C 2 紧 ， C *5 且 

fi(U \ K 2 ) = fi(u \ (K D K x )) = ti{(U \K)U(U\ /Ci)) <| + |=e. 

定理的前半部分证得.定理的后半部分是定理的前半部分与 §11.8 的第9题的 
结论相结合的结果. □ 

推论 11.6.2 局部紧度量空间 M 上给了一个正线性泛函假设 S 相对 

于 /- 外测度 〆 是可测的，且集合5=0 其中每个&是 〆 -可测集，且 

n=l 

它的闭包的测度是有限的，则有两个 Borel 集历和 B 2 , 使得认 C S C 乃 2 , 且 
M (^2 \ Bi ) = 0. 特别，以上结论对于满足条件5 = U 5 n , 其中每个&是， 

可测集，且它的闭包是紧集的集合 S 成立. " =1 

证先假设 S 的闭包的测度是有限的，由定理 11.6.7, 有开集 C / m 和闭集 
Km , 使得 C S C t / m ，且 /X([/ m \ Km)< 1/m. 令 

OO oo 

Bi= [j Km, B 2 = fl t/ m . 

m=l m= 1 

显然历和执满足推论 11.6.2 的结论的要求.再考虑一般的的情形 0 &， 
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其中每个&的闭包的测度是有限的，则有 Borel 集和，使得万广 C 
S n C 每")，且 / i ( B ^ n) \ ^ n) ) = 0 •令执 =[] 和 B 2 = 0 B { 2 n \ 则我 

n=l n=l 

们有 

s 2 、伤 = (o 栳…)、 (o 砣 "〉) 

=u (4 n) \ 0 B i m) ) c 0 (成 n ) \ M n) ). 

n=l \ m=l / n=l 

由此可见， / i (02 \ 执） = 0,换言之，历和 S 2 满足推论 11.6.2 的要求.最后假 
设 S = G ，其中每个 Sn 的闭包是紧集，由 §11.8 的第9题和以上已证得的 

n=l 

结果，便得定理最后部分的结论. ^ □ 

注假若局部紧的度量空间 M 满足如下 条件 ： M = U M ny 其中每个 

n=l 

M n 是 〆 -可测集，且它的闭包的测度 m 是有限的（不难看出， n 维 Euclid 空 
间 R n 满足这个条件)，这时， M 上的测度 m 称为 < r - 有限的，则 M 的任何可测 

子集*?均可表示成 S = U 5 n , 其中每个&是可测集,且它们的闭包的测度 

n=l 

都是有限的.因此,对于 M 的任何可测集兄有两个 Borel 集历和5 2 ,使得 
历 CSC 5 2 , 且/1(5 2 \历）= 0. 

11.6.4 列空间 f 中的元素的实现 

在 §11.6 剩下的部分我们总是假定. • 在局部紧的度量空间 M 上给定了一 
个正线性泛函 /,/ i 是由这个正线性泛函 Z 产生的测度，除非作出相反的申明， 
所有的测度都是指的由这个正线性泛函 f 产生的 M , 特别，当我们说到 “ 几乎处 
处”时便是指相对于测度 / i 的 “ 几乎处处”.现在我们可以着手建立列空间 Z ： 1 
中的元素 ( Cauchy 列的等价类）与 Af 上某些几乎处处有定义的函数之间的对 
应关系了. 

定义 11.6.9 C 1 中的元素构成的 Cauchy 列 {〜} 称为速敛的，若有（不 
依赖于 n 的）常数 Zb > 0,使得 

VneN ^ Jcn - On ^ l / $ (11.6.14) 

设 { cp } 是乙 1 中的元素构成的 Cauchy 列，故 
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Vn 


€ N3p n € N (Vm > p n => |cm - Cp n | z ^ n -4 ). 


我们还可要求所得的 p n 满足 条件： p n > P n-1. 这样得到的序列 {CpJ 是序列 
{cp} 的速敛子列.我们证 明了： 任何 Cauchy 列都有速敛子列. 

定理 11.6.8 设是 M 上具有紧支集的连续函数构成的 /- 范数意义 
下的速敛 Cauchy 列，则我们有以下两条 结论： 


⑴对于任何£>0,有开集 O , 使得 / x(O) < e 且在 0 G 上一致 收敛; 
(ii) {Cn} 在 M 上几乎处处收敛. 


证 记 

G„ = |a: G M : |cn(i) - Cn+i(x)| > (11.6.15) 

则 G n 是开集.由关于开集体积的 Chebyshev 不等式（定理 11.6.5) 及速敛列 
的定义，我们有 

V(Cn) ^ (11.6.16) 


由 (11.6.15), 当 X 癸 Gn 时有 \ Cn ( x ) - Cn + l(x)| ^ l/tl 2 . 序列 {c n } 中 的函数 
Cn 可写成 

n 

Cn = C\ + ^ (Cm - Cm-i). 


由 Weierstrass 优势级数判别定理,对于任何 TV e N， 在^ G? 上，函数序列 

n=N 


{c n } 一致收敛.选一个 N, 使得 g kn 一 2 < e . 注意到 

n=N 







让 O = G G n ， 定理的结论⑴得证 • 

n 二 N 

易见，函数序列 {〜} 在0 5 G? 上收敛，而对于任何自然数 K， 我们 

N=1 n=AT 

有 



u 


= ln=N 



n 


r =l n=N 


oo 

n=K 


k 

P ， 


所以 






U 门心 


N=l n^r/V 



□ 
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注这个定理的证明思路与 F . Riesz 关于按测度收敛的函数列必有几乎处 
处收敛子列的定理（定理 10.3.6) 及 Egorov 定理（定理 10.3.7) 的证明思路有 
许多共同点.请同学自行对比以熟悉这类证明方法. 

定义 11.6.10 对于任何/ = [{〜}] e 选 Cauchy 列 {“} 的一个速 
敛子列 { Cn fc }， 记 f ( x ) = \\m Cn fc ( aO ， a . e .. 我们称这个在 M 上几乎处处有定 
义的函数/⑷为/ €乙 1 -个实现. 

补充习题的第10题告诉我们，若 fee 1 有两个实现 A ( 2 ：) 和 / 2 ( rr )， 则 
Ab ) 和 h ( x ) 在 M 上是几乎处处相等的.在把儿乎处处相等的函数看成是同 
一个函数的约定下，任何 fee 1 的实现是唯一确定的. 

注（作为 Cauchy 列的等价类的) Z ： 1 中的元素/的实现常记做 /( a :)， 后 
者是个在 A / 上几乎处处有定义的函数. 

定理 11.6.9 给定了局部紧的度量空间 M 和 Co ( M ) 上的正线性泛函 Z ， 
//是由/产生的 M 上的测度，则 fee 1 与它的实现 /( z ) 之间有以下关系： 
⑴设 0是 Lipschitz 连续函数，则的实现 0(/)( x ) = ^(/( x )); 

( ii ) 和与差的实现等 f 实现的和 与差： ( f ± g )( x ) = f ( x )± g ( x )- 

( iii ) 若/和 p 是/: 1 中的两个有界元，则/和 g 乘积的实现等于/和 5 
实现的 乘积： ( fg )( x ) = f ( x ) g ( x ) ] 

( iv ) 设 M 是局部紧度最空间， Z ： 1 中的元素的实现在以下的意义下是忠实 
的：若 f ( x )= g ( x )， a . e .， 则在乙 1 中 / = 

( v ) 设 M 是局部紧度最空间，假若 Hm / n ( o :) 在 M 中几乎处处存在，还假 
设在乙 1 中我们有 Wim / n =/， 则 lim / n ( x ) 几乎处处等于 l -\ imf n = f 的实现. 

证 （ i ),( ii ) 和 （ iii ) 是显然的.为了证明 （ iv ), 只须证 明：若 /( x ) = 0, a . e ., 
则在 Z ： 1 中/ = 0. 下面用反证法来证明这一点.假设在 Z ： 1 中/ 一 0. 可以假 
设/ = [{ Cn }] 非负.不然，可将/ = [{ Cn }] 换成|/| = [{| Cn |}】 (请同学自行补证: 
在乙 1 中/ # 0 => 在/: 1 中|/| # 0) •由 §11.8( 补充习题）的第5题，当6充 
分大时,在 r 1 中/ 6 _ 0. 因而可以假设/ = [ K }], 其中 Cn (n = 1，2,…）是 
M 上的一列一致有界的非负的紧支集的连续 函数： 

B 6 > OVn e NVx € m ( o < c n ( x ) ^ fc ). (11.6.17) 

条件 f ( x )= 0, a . e . 意味着 Cauchy 列 { cn } 有速敛的子列，它在 A / 上几乎处处 
收敛于零.不妨设 {Cn} 本身就是速敛列，且 {Cn} 在 M 上几乎处处收敛 于零. 
因它速敛，故 
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( c .- Cn+ilz ^ (11.6.18) 

其中 fc 是个不依赖于 n 的常数.由定理 11.6.8 的⑴，对于任何 e > 0,有开集 
OeCM, 使得以下两条命题 成立： 

( 1 ) V ( O e ) < e . 

( ii ) 函数列 { cn ( rr )} 在 Of 上一致收敛 于零. 

另一方面，因在 Z ： 1 中 {〜} 速敛于/ / 0,所以有一个> 0,当 n 充分大时， 
Z ( c n ) ^(5>0,不妨设 

Vn € N ( Z ( Cn ) (11.6.19) 

由 §11.8( 补充习题）的第12题的⑻，有一串 Af 的开子集 On D Cl suppcn 

_ _ J =1 

(n = l ，2, …)，使得且每个是紧集•由 §11.8 的第 6 题，对于 

每个 n e N , 有 M 上的连续实值函数如满足以下三 条件： 

⑴ VX € On(9n(X) = 1); 

(2) Vx G M (0^ 5u ( x ) ^ 1); 

(3) supp g n C On + i . 

由 （1),(2) 和 （3) 这三个条件，我们不难得到以下 结果： 

( a ) Vn € NVx € M ( g n { x ) < g n + i ( x )); 

(P) Vm，n € NVx € M{n ^ m => g n {x)c m {x) = Cm(x)), 由此我们有 

n ^ m =» l ( g n ( x ) cm ( x )) = l ( cm ( x )). 

由⑼和 (11.6.19), 我们得到以下 结果： 

(7) Vm，n 6 N(n > m =» /( gnCn *) > 5). 

另一方面，对任何两个自然数 n 和 m ， g n ( x ) c m ( x ) ^ gn + i ( x ) Cm ( x ) •由 
(11.6.18) 及 g n 所满足的条件（7)，我们有：对一切 P > m , 

p— 1 

KgmCp ) = l { gmCm ) - ^ - C j + i ))] 

j=m 

p-i 

^ ^ m{Cj - Cj ^ i)\l 

j—m 

> 在一 E \cj - Cj+i[/ ^ —•. (11.6.20) 
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由（11.6.20)，因级数 f fc /( j 4 ) 收敛，只要 m 足够大，不论 p > m 取任何 A 然 
数，我们有 ' 

/(3mCp) > 1 > 0 - (11.6.21) 


现在我们可以把以上所得的结果总结 如下： 有 m € N 使得 

( a ) Vp € N(supp { gmCp ) C O m + i ); 

( b ) 对于任何 e > 0,有开集 C M , 使得 V { O e )< e , 且函数列 

{ 9m ( x ) c p ( x)}^ =l 


在 Cf 上一致收敛 于零； 

( c ) 36 > OVx € MVp e N (0 < g m ( x ) c p ( x ) ^ 

( d ) 3 m € NVp > m (/( g m Cp ) > 5/2 > 0). 

又我们有 


QmCp — QmCp — 印 m + ^ (ffmCp — + ^ffmj (11.6.22) 


因而 

l(gmC p ) ^ l^(gmCp - egm)^ +el(gm). (11.6.23) 

由 （ b ) 和 （ c )， 当 P 充分大时， ( 5 mCp - 印 m ) + /6 是 a 的容许函数，故 

l((9mCp-eg m )^^bV(O e ). 

将它代入 (11.6.23) 后便得 到：当 p 充分大时，有 

/( gmCp ) ^ bV { O e ) + el ( gm )^ e(b + l ( g m ))- (11.6.24) 

由 e 的任意性，这与 （ d ) 相矛盾 .( iv ) 证毕 • 

(V) 的证明如 下：因 Mim/ n = /, {fn} 有速敛子列,不妨假设 {/n} 就是速 
敛的: 

|/ n -/ n + l |^^, (11.6.25) 

其中 A ; 是个不依赖于 n 的常数 • 对于任何 n e N , 由丁 - 众€乙 1 ，一定有一个 
Cn€ Co ( M ), 使得以下两个条件得以 满足： 

⑴ l/n-Cnl^l/n 4 ； 

(2) 有一个体积不大于 1/ n 2 的开集当 : r g Gn 时，必有 


|/n(x) 一 Cn(X)| < 1/n 2 . 


章调和分析初步和相关课題 


其中 （1) 是由 /n e /: 1 的定义保证的•而 （2) 则由定理 11.6.8 保证的•再 
由 （11.6.25) 和（1)， { Cn } 是 Z 范数意义下的速敛列，且 Wim Cn = /. 因而 
lim Cn ( x ) = f ( x ), a . e .. 又由 （2)， 


V " € NVx E ( (J G n lim \f n (x) - Cn{x)\ = 0 



因此，对于任何 N eN , 有 


OO 

|x € M : limsup|/ n (x) - Cn(x)| > o| C (J G n , 
n — 00 n=N 

oo oo 

€ M : limsup |/ n ( x ) - Cn ( x )| > o } C 门 |J G n 


mv [ U Gn U E n — 2 ,故 


oo oo \ 

n u 。 

N=l n=N / 


^ Ji ? LE n ' 2==a 


由此得到 f ( x ) = Wmcn ( x ) = l \ mfn { x ), a . e .. □ 

注定义在 M 上的可以成为 Z ： 1 中某元素的实现的函数的全体记做 Z 1 ， 
由定理 11.6.9 的 （ ii ) 和 （ iii )， Z ： 1 是个线性空间.把 Z 1 中几乎处处等子零的函 
数全体记做汊 1 .还是由定理 11.6.9 的 （ ii ) 和 （ iii )， / V 】是的一个线性子空 
问.定理 11.6.9 的 （ iv ) 告诉我们， Z ： 1 与 L l / N l 之间有线性同构.以后我们把 
C l H L l / N l 看成同一个线性空间，厶 1 与 P / AT 】 中在 f : 述线性同构下对应的 
元素看成是同一个东西，换言之，不再区分乙 1 中的元素与它在 l l / N l 中的实 
现. 

定义 11.6.11 我们记 L 1 = l l / N \ L l 中的函数称为 f - 可积函数，或称 
为对应于正线性泛函 Z 的可积函数. 

注1为了方便，我们把 L 1 看成是由 L 1 中的函数构成的空间，只不过作 
如下的 约定： 几乎处处相等的函数看成是同一个函数. 

注2 以前定义在 Z ： 1 上的正线性泛函/，以后也可看成是定义在 L 1 = 
L l / N l 上的.这个正线性泛函 Z 也可看成是定义在汐上，并在 W 1 上恒等于 
零的正线性泛函. 




*§11.6 补充教 材一： 局部紧度量空间上的积分理论 61 


注3 在第10章中，当 A / 上有了某个测度后我们也引进过 L 1 这样的记 
号 I 1 表示相对于这个测度可积的函数的全体，且约定两个几乎处处相等的函数 
将看成同一个东西.现在 M 上己经有了 测度 M ， 我们自然 要问： 相对于这个 
L 测度 / i 可积的函数的全体的 L 1 与定义 11.6.11 中的 L 1 会不会造成混乱？在 
下面的定理 11.6.13 和定理 11.6.14 中我们将 证明： 相对子这个 I - 测度 M 可积 
的函数的全体的 L 1 与定义 11.6.11 中的 L 1 是同一个东西.因此，混乱是不会 
发生的. 

命题 11.6.2 Age /： 1 与它们的实现 /( x ), g ( x ) 之间有以下关系： 

f > 9 f ( x ) > g ( x ), a . e .. 

证只须证明以下命题： fee 1 与它的实现 f ( x ) 之间有以下关系:/ > 
0 <==> f ( x ) ^ 0, a . e .. 由定理 11.6.9 的⑴，广 （ z ) = /( x )' 而 f ( x ) ^ 0, a . e ., 
当且仅当/ + ( x ) = /(:)+= /( x ), a . e .. 由定理 11.6.9 的 （ iv )， 这恰相当于 
/+ = /. 后者是/^0的定义. □ 

11.6.5 Z- 可积集 

定义 11.6.12 给定了局部紧的度量空间 M 及 C 0 ( M ) 上的正线性泛函 
Z . 集合 S C M 称为 Z - 可积集(当正线性泛函/根据上下文 已不言 fi 明时， Z - 可 
积集简称为可积集)，假若 S 的指示函数 Is e Z 1 , 其中 -9 的指示函数定义为 

ls ( x ) = 

推论 11.6.3 M 上的八•-零集 ； V (也称零集 A 0 是 i - 可积的，且 Z (1 n ) = 
0,其中，是 M 上的外测度. 

证 1/ v 是列 {〜} 的一个实现,其中每个 Cn =0. □ 

定理 11.6.10 给定了局部紧的度量空间 M 及 C 0 ( M ) 上的正线性泛函 
I . 设 G 是 M 上的一个开集，且 V ( G ) < oo , 则 （7 是 r 可积的，且 V ( G ) = 
M ⑹= K ^ g )- 

证因 V ( G ) < 00 ,有 G 的非负容许函数€ A { G ) (n = 1,2,…)，使 
得 

0 ^ V ( G ) - l { rp n ) < 2" n , n = l ,2 r ... 

不妨设1彡分 n+i (n = 1,2, • • •), +然 可以用 max 如代替少 n . 由 Beppo 
Levi 关于列的单调收敛定理（定理 11.6.2 ),/g = /- lim rp n £ C 1 存在. 

n—♦oo 


f 1 , 若 x 6 S , 
\ o , 若 xis . 
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我们还有 


V{G)^ lim _ n ) =Z lim == Kfc)- 


下面我们要证明： 1g(x) = lim a.e.. 对于任何 £ > 0 ,令 


S n ， e = |x € G : 1 - ^n(x) > 


则是开集，且 


Vn € NVx E 5 n , e [ ^n(x) + e < 1 • 


对于任何 € A(S n ,e ). 我们有 


故我们有 


^n{x) + eg{x) £ A{G) 


l^n) + el( 9 )^V(G). 


⑹- ㈣ ))• 


注意到，对于任何 n e N ， 我们有 


x € G : lim *0 n (x) < 1 g ⑷ 


}= y , 


x eG : lim ipn(x) < 1 g ( 工 ) 


而对 f 任何 iy GN 


4 } 


x eC : lim rp n (x) < 1g(x)~- } C {xeG : %l)v{x) < 1 g{x)-- 


故 




xeG: 4 n ( x ) < l G ( x ) j < V{S uA/k ) ^ k{v(G ) - 


让 P — oo , 我们得到 


"* I \ x e G : lim ^n(x) < 1g[x) - T- ^ ) = 0. 

Tl — ►OC K 





， ㈣ ) 


由此，我们有 
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€ G : lim rp n {x) < 1 g{x) 


= \im / i * I < x € G : lim rp n {x) < 1g(x) - - > = 0. 


这就是说，在 G 上我们有 


lim tpn{x) = 1g{x) 


当 : re G " 7 时，我们自然有 


lim rp n {x) = 1g(x). 

n—^oo 

这就证明了 l G (:r) 是 / G = Mim 的实现，故 G 可积且 

n—^00 

V(G) = lim l(rp n ) = Z (/ g ) = /(1 g ). 

n —♦cxj 

因 〆 是度量外测度， G 可测，且 fi(G) = V ( G )， 故 / i ( G ) = V{G) = l(l G ). □ 
下面这个定理介绍 Z •可积集全体构成的集合类所具有的常用的初等 性质： 
定理 11 . 6.11 给定了局部紧的度最空间 M 及 C 0 ( M ) 上的正线性泛函 
/，由 i 产生了任何开集 G 的体积 V(G). 假设0是 A / 的一个体积有限的开集. 
我们有 

⑴若 S C O 是 Z • 可积集，则 0 \ S 也是可 积集； 

(ii) 若 A C M 和灸 C A/ 是可积集，则 & n S 2 和 & U & 也是 Z - 可 
积集 ; 

(m) 若 VneN ( 义 co )， 且 {Sn } 是一串 z - 可 积集，则以下四个集合 0 &， 

n=l 

0 S ni lim sup & 和 lm inf S n 都是 厂可积集； 

(iv) iTn€ N(S n C O )， 且 {S n } 是一串两两不相交的 Z- 可积集，则 

n=l 

(v) 若 Vn € N(S n c 0) ， 每个&是 Z- 可 积集. 且 Vn € N(5 n C & +1 )，则 

/ ( 1 U^ 1 s„)= n limf(ls n ); 

( Vi ) 若 Vn e N (5 n C O ), 每个 Sn 是 f 可积集，且 Vn e N (5 n D 5 n + i ), 


则 


/ ( 1 n ~ 1 5 n )=Jim /( IsJ - 
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证定理中的六个小命题逐步证明如 r : 

( i ) 5可积意味着 Is 是乙 1 中某元素 / s 的实现.由定理 11.6.10, 体积有 
限的幵集 O 必可积，即 lo 是 Z ： 1 中某元素/ 0 的实现.因 S C 0,注意到定理 
11.6.9 的⑻， l 0 \s = lo - Is 是 Z ： 1 中元素 fo - fs 的实现，故0 \ 5可积. 

( ii ) Si c M 和 S 2 C M 是可积集意味着，对于 i G {1， 2}, 1七是/: 1 中某 
元素仏的实现.因1力和 ls 2 是两个有界函数，元素和 / s 2 是有界的. 
由定理 11.6.9 的 （ iii ), ls in s 2 = l Sl • ls 2 是 C 中两个有界元素 & 和 / s 2 的 
乘积 fs x fs 2 的实现，故 & nS 2 可积.又 1 5 i u 5 2 = l Sl + ls 2 - l Sl ns 2 是乙 1 
中元素/& + / s 2 — fsi fs 2 的实现，故 5 i U 灸可积 • 

( iii ) 设 Vn € N (5 n C O ), 且每个是可积集.由 （ ii )，5 iU 5 2 可积.利用 

归纳原理，对 T 任何自然数 #， G &是可积集.显然我们有 

n=l 


Vx G ^ Sn ( x ) ^ lo(x ))， 


以和 lo ( x ) 分别表示 f[JD， ‘和 fo 的实现.由命题 11.6.2 便 
有 ^ = l s n ( f 。、 故 

Z (^Un=l S n) ( 

再由命题 11.6.2, ^ •由 Beppo Levi 关 T 列的单调收敛定理 

我们便得到极限 ^在性 . 另一 方面， 

J 匕 U 工 ) = lUf »• 

由定理 11.6.9 的（ V )， l U ? > =1 s n ( aO 是 I- v Sn 的实现•因此 ， y *5 n 可 

积. … 

根据 de Morgan 对偶原理， 

fl 5 n = 0\( Q (0\ S n )Y 

n=l \ n=l / 

注意到⑴的结论，5 &可积.乂因 

n=l 


lim sup S n = 



OC 

n 




故 lim sup S n 和 lim inf S n 可积. 


和 


lim inf S n = 

n—♦oo 


oo 

u 
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(iv) 若 {S n } 是两两不相交的可积集，则我们有 

N oo 

^ ^ (^) = ^ ^ (^) = E l5 « ^ = ^iSnix) 

n=l n=l 

和 

N N+l 

X]ls n (x) ^ ls n (x). 

n=l n=l 

记 ZuUnb) 为 ^_ lSn 的实现和/1^ =1 %(4为 l U?Lj 5 n 的实现•由命 
题11.6.2,我们有不等式 1 ^ Sn ^ ^AT+1^. 再由定理 11.6.9 的（V), 

根据 Beppo Levi 关于列的单调收敛定理，有 


n=：l n=l 

(V) 只要让 r n = 5 nfl \5 n , 5 o = 0. W Tn = 5 n+ l H (O \ 5 n ), T n 可积. 
把 （ iv ) 的结论用到 { Tn }-, 上便得 （ V ) 的结论. 

( Vi ) 只要让: T n = 0\5 n ， 把( V )的结论用到 { Tn }^ 上便得 ( Vi ) 的结论. 

□ 


推论 11.6.4 包含在一个体积有限的开集0内的 Bore) 可测集73是 Z- 可 
积的，且 /x(B) = l(l B ). 

证由定理 11.6.11, 所有包含在一个闭包为紧集的幵集 O 内的，满足等 
式 = l(ls) 的可积集 S 构成一个 O 上的 a- 代数，又0内的开集 G 可积 
且满足等式 /i(G)= l(l G ) y 故包含在-•个闭包为紧集的开集0内的 Bord 可测 
集万是可积的， .ft fi(B) = Z(1 b ). □ 

推论 11.6.5 包含在一个体积有限的开集0内的 M- 可测集 S 是可积 

的，且/ x(S) = Z(l s ). 

证它是推论11.6.2,推论11.6.3,推论 11.6.4 和定理 11.6.11 的⑴的直 
接推论. □ 


11 .6.6 积分与正线性泛函的关系 

定义 11.6.13 ^定了局部紧的度量空间 M 及 Co(M ) 上的正线性泛函 

L 若拓扑空间 M - U Gn, 其中每个 G n 都是体积有限的开集，则称 M 为 
tr - 有限测度空间. n " 
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定义 11.6.14 给定了局部紧的度量空间 M 及 Co ( M ) 上的正线性泛函 
I M 上的函数 /( or ) 称为 Z - 可积函数，假若 /( x ) e Z 1 ， 换言之，它是乙 1 中某 
元素的实现. 

设/是 C 0 ( M ) 上的正线性泛函，测度/ X 是 Z - 测度.按第10章的理论，相对 
于这个测度/ X 有可积函数的概念.这个可积函数与定义 11.6.14 中的 Z - 可积函 
数之间的关系是怎样的？本小节将 证明： / Or ) 是相对于测度/ X 的可积函数， 
当且仅当 /(: r ) 是可积函数.在第10章中，相对于测度/ X 可积的函数 / Or ) 
有相对于测度^的积分.我们还将 证明： 这个积分恰等于正线性泛函 Z 在以 
f ( x ) 为实现的元素 fee 1 处的值. 

定理 11.6.12 假设 M 是个局部紧的度量空间，给定了 Co ( M ) 上 的正线 
性泛函 f ，/ x 是测度，则 W 上的 Z - 可积函数/⑷必是 / X - 可测的. 

证 M 上的支集为紧集的连续函数当然可测，而 M 上的可积函数/(4 
必是一串支集为紧集的连续函数相对于 M 几乎处处收敛的极限.作为一串相对 
于 M 几乎处处收敛的可测函数的极限，/( X )也 〆 -可测. 口 

推论 11.6.6 假设 M 是个局部紧度量空间，给定了 C 0 ( M ) I ：的正线性 
泛函 Z ，/ i 是 Z - 测度，则 Af 上的 Z - 可积集 S 必是 M - 可测集. 

证只要把定理 11.6.12 用到 S 的指示函数 Is 上就得到这个推论了 .口 

定理 11.6.13 假设 M 是个局部紧的度量空间，给定了局部紧的度量空 
间 M 上全体紧支集的连续函数空间 C 0 ( M ) 上的正线性泛函/， 〆 是由 Z 产生 
的外测度，假若 M 上的函数 /( z ) 关？测度 / i 是可积的，则它必是 Z - 可积的，换 
言之，它是乙 1 中某元素/之 实现. 这时，我们有 

Kf) = J f ( 工 W. 

证记乙表示 M 上儿乎处处非负的关于测度 M 可积的函数全体.显然， 
C 是半格.令 

ic = |/( i ) G C : /( a ：) 是 Z - 可积的，且 /(/) = / /( i ) d / x |. 

记 P = {£； C M : E 是卜 可测集 }. 显然， P 是心代数，当然是 7 T - 系.在 
fi ( M ) < oo 时，不难证明 K 是£ -系. 由引理 10.5. 2 , AC = /：. 在 n { M ) = 00 
时，记& = {re e M : /( x ) > 1/ n }. 因函数 f(x) 关于测度 p 是可积的，由 
Chebyshev 不等式， fi ( S n ) < oo . 一定有开集 ：) & 使得 < oo •我 

们还可要求这串开集 { Mn }- x 满足 条件 : Vn € N ( M n C M n ^ y 作为 M 的 
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度量子空间的开集 A / n 是局部紧的度量空间.在 h 对/在 M n 上的限制 
f Mn 可以应用刚刚得到的结果，换言之，对于任何 /( x ) € /( x ) l MTl (： r ) 可以 
被支集是 M n 内的紧集的连续函数列 { c k ( x )} 在范数 | •卩意义下逼近，且 

《/⑷ ⑷ ) = 人 = J f { x ) l Mn { x ) dfi . 

再注意到 fl Mn 单调不减地收敛于/，用 Beppo Levi 申•调收敛定理和 Bcppo 
Levi 关于列的单调收敛定理便得到定理的结论对丁•非负的 / i - 可积函数是成立 
的，换言之,对于任何 /( a ：) G £， / Or ) 是 Z 可积的，且 

《/⑷)= J 

一般的 / i - 可积函数可以通过分解成正部与负部之差而得到定理的结论. 口 

定理 11.6.14 假设 M 是个局部紧的度量空间，给定了 C 0 ( M ) 上的正线 
性泛函 Z ， M 是测度，则 M 上的 Z - 可积函数/⑷必是关于测度 M 可积的，且 

Kf ) = J f ( x W . 

证不妨设/ > 0, 一般情形可以通过分解成正部与负部之差来解决•定 
理 11.6.12 告诉 我们： /是 / X - 可测的.我们只须证明 / Or ) 关丁•测度 /i 可积，冈 
为定理 11.6.14 中最后的等式可由定理 11.6.13 得到.假若/⑷关于测度 / i 不 
可积，则有一串单调不减的非负简单可积函数 {/ nOr )}， 使得 

fn ( x ) ^ /( x ), 且 lim f fn { x)dn = oo . 

n—foo J 


由定理 11.6.13, 


oo > /(/) ^ 


lim 1( f n )= 

n 一 oo 



fn(x)dfX = CX). 


这个矛盾证明了 /(2：) 关于测度 M 的可积性. 口 

注由以上的几个定理我 们有： 对于任何 

l/|i = WI) = /1/ ⑷咖 • 

定理 11.6.13 和定理 11.6.14 告诉我们，当集合的外测度用包含该集合的开 
集的体积的下确界定义时， §11.6 中用泛函建立的在局部紧度量空间 M 上的积 
分概念与第9和第10章中用测度建立的积分概念是一样的.还可以用泛函建 
立一般的（无拓扑概念的）空间上的积分概念，这就是所谓的 Daniell 积分的概 
念，本讲义不想进入这个领域了. 
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11.6.7 Radon 泛函与 Jordan 分解定理 

定义 11.6.15 设 M 是局部紧的度量空间， Co(M ) 表示 M 上具有紧支集 
的连续实值函数的全体.一个定义在 Co(M) 上的实值线性泛函 Z 称为 Radon 泛 
函， 假若对于任何支集包含在一个不依赖于 n 的紧集 K 内的连续实值函数列 
{MX )}, 只要 {/n(X)} 在 M 上一致收敛于零，必有 l(f n ) ^ 0- 

不难 证明： 正线性泛函是 Radon 泛函.这只要证明以下事实就可以了：对 
于任何紧集 KCM, 可以构造一个函数/ € Co(M \ 使得 

VxG = 1) 且 VxG A/(0 < /(x) < 1). 

证明的细节作为习题留给同学自行完成（参看 §11.8 的第9题). 

定义 11.6.16 设 M 是局部紧的度 量 空间， C 0 (M) 表示 Af 上具有紧支 
集的连续实值函数的全体.两个定义在 C 0 (M) 上的 Radon 泛函 h 和/ 2 称为 
h ^ h 假若是正线性泛函，换言之，以下关系式 成立： 

V/€ Co(M) (/ ^ 0 =» (/ 2 - /i)(/)^0). 

定理 11.6.15 (Jordan 分解 定理） 局部紧的度量空间 Af 上的任何 Radon 
泛函丨均可表 示成： Z =广- r ， 其中和 T 均为正线性 泛函. 而且，对于任 
何分解 Z = h - / 2 ，其中 h 和 Z 2 均为正线性泛函，必有“ > Z+ 和 Z 2 > 广.具 
有这样的性质 的尸和 Z— 是由 Radon 泛函 Z 唯一确定的. 

证为了构造一个线性泛函/，只须对非负的/ € Co(M) 给出泛函 Z 的 
值 1(f) 就可以了.因为对于一般的/ G C 0 (M) 都有分解/ = /+-/_，其中 
/+和 /- 是/的正部和负部，它们都是非负的 Co(M) 中的函数，而 /(/) = 

/(/+)_，(/-)• 

给了一个 Radon 泛函 Z, 若 0 彡 / € C 0 (M )， 令 

/+(/)= sup 1(g). 

glclf/f) 

首先我们愿意指出: 0 < /+(/)< oo. 理由如下： 0 < /+(/) 是由于，+(/) = 
sup 1(g) ^ 1(0) = 0. 我们用反证法证明 / + (/) < oo •若 / +(/) = 00 , W\ 
glclfM) 

Vn € N3 5n e Co(M)(0 < 如 < / 且 l(g n ) > n). 

由此， supp(g n /n) C supp/ 且 g n /n 一致地收敛于零.而另一方面， 

VneN(% n /n) > 1). 



*§11.6 补充教材一. • 局部紧度量空间上的积分理论 69 


这与 Z 是 Radon 泛函的假设矛盾. 

下面我们要证明 ： Z+ 是正线性泛函.为此，我们先证明尸具有以下三条性 
质： 

(1) V/ € C o (M)(/^0=> f + (/)^0); 

(2) V/i,/ 2 € Co(M)(min (/i(x),/ 2 (x)) ^ 0 i + (/i) +/ + (/ 2 ) ^ 

f + (/i+/2))； 

(3) V/!,/ 2 G Co(M)(min(/ 1 (x),/ 2 (x)) ^ 0 => f + (/i) + ^(/ 2 ) > 

广 (/!+/ 2 )). 

性质⑴和 （2) 是显然的.性质 （3) 证明 如下： 设 A + / 2 彡 g € C 0 ( M ). 
令仍= min ( g ,/ i )， g2 = g — gu 显然， 0 彡 51 € Co ( M ), g2 € Co ( M )， 而 JL 
9 i < / i . 另一方面，我们有 

92=9- min(gji) = g + max(-ff, -/i) = max(0 ,g - /i), 

故 p2 彡 0. 注意到 /2 彡0,有仍 = max(0,5 - /i) ^ max(0,/ 2 ) = /2- 由此，对 
于任何满足条件 / i +/ 2 ^9€ Co ( Af ) 的应有 

Kg ) = i ( gi ) + K 92 )< i + ( fi ) + i + ( f 2 ). 

所以，我们有 

^(/i+/2)= sup 1 (g) + 1^(/2). 

9€C 0 (M) 

+/2 

(3) 证毕. 

把 （2) 和⑶结合起来，我们有 

V/ i ,/ 2 € Co(M)(min(/ 1> / 2 ) $◦=>/+(/!) + / + (/ 2 ) = / + (/i +/ 2 )). 

另一方面,对于任意 c > 0, 显然有 l + ( cf ) = c/ + (/). 

设 A € Co(A/), / 2 € C 0 (M), 有/ i = 广一 /「，/ 2 = / 2 + - / 2 一，其中 /广 
和/ 2 +分别是力和/ 2 的正部，而 /f 和/ 2 _分别是 A 和/ 2 的负部.我们有 

l + ( h ) = 广(/广）-广(厂)，/ + (/ 2 ) = / + (/ 2 + )-广(/ 2 一)， 

而 

i + (/i +/ 2 )= 广 ((/ 】 +/2)+) - 广 ((/ 】 +/ 2 r). 

注意到 

- /r +/ 2 + - / 2 - =/l+/2 = CA + /2)+ - (A +/2 厂， 

所以 
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/广 + / 2 + + CA +/ 2 厂 = /f + / 2 ■ + (/ i +/ 2 ) + . 

因为/广 ，/ 2 +， （a + / 2 广， / r ， / 2 —和 （a +厶 广 都是非负函数，我们有 
广 (A+) + 广 (/2+) + / + ((/1 + 12 )-) = /+(/「)+ 广(/ 2 -) + / + ((/l + /2) + )， 
因而 

广 (/! +/ 2 )=广((/1 +/ 2 ) + ) —厂((/】+/2)一） 

=广(/广) - 广 (/ r ) +广(/ 2 +) - / + (/ 2 ~)= f + (/ i ) +/ + (/ 2 ). 

所以是正线性泛函.令 

l ~( f ) = i + (/) - 1 ( f ) = sup l{g - /) = sup [- l { h)l 

9€ C 0 ( M ) / if = C 0 ( M ) 

换言之，广 = (- z )' 故 r 也是正线性泛函，且 z = ~ 广. 这样的分解是最小 
的这个论断的证明留作习题了（参看 】】 .8 节（补充习题）的题 14). □ 

注具有上述性质的被 Radon 泛函/唯一确定的分解 I = 1 + - r 称为 
Radon 泛函/的 Jordan 分解 . 

11.6.8 Riesz-Kakutani 表示定理 

定义 11.6.17 设久 是非空集合， 4 C 2 X 是个 a- 代数.映射 /X : 4 — 
RU { oo , - oo } 称为 A 上的一个带 符号的测度， 假若它满足以下 条件： 

( i ) m = 0； 

( ii ) 一旦 M 在某个 EGA 处取值 oo , / x 在整个乂上不取值 - oo ; 

( iii ) /i 是可数可 加的： 设 6 (n = 1，2,…)，且 n # m => E n nE m = 0 r 

则 

0^) = E ^)- 

\ n=l / n=l 

注 1 假若我们把条件 （ iii ) 理解为条件 （ iii ) 中等式的右端 g fl(E n ) 

n=l 

总是有意义的，换言之 ， f ^( E n ) 中无两项取异号的无穷大，则条件 （ ii ) 是条 

71=1 

件 （ iii ) 的推论 ：设巧 € /() = 1，2)而 / x (£ i ) = CX ), / x ( E 2 ) = - oc .若 
//(说 n E 2 ) = 00,则 / i (£ 2 \私）取 oo , - oo 或有限实数都将导致矛盾•同 
理，若 n e 2 ) = - 0C 也将导致矛盾•若 / i (岛 n 尺 2 )取有限实数为值，则 
/i(Ei \ E 2 ) = 00, 因此， / x(Si U E 2 ) = ^(Ei\ E 2 )+^E 2 ) 将不可能成立•为了 
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以后讨论方便，我们还是把 （ H ) 作为一个假设的条件列出来.只要至少有一个 
£ € 乂，使得 |/ i ( E )| < 00,则⑴也是 （ iii ) 的推论，请同学自行推导. 

注2 若久是个局部紧的度量空间 M ， 4是 M 上的 Borel 代数，则 M 
上的带符号的测度 M 称为从上的带符号的 Borel 测度. 

注3 设 X 是非空集合 ， d C 2 X 是个 心代 数.映射 RU 
{ oo , - oo } (i = 1， 2) 是上的两个（正）测度，且 

min (" i ( X ), M2W ) < 00 , 

则 / ii -/ x 2 是带符号的测度，其中的定义如下 ： 

(Mi - ^2){E) = fii(E) - fi2{E). 

引理 11.6.2 设 A ： 是非空集合，4 C 2 X 是个 a - 代数，/ X 是 X 上的一个 
带符号的测度.又设 E e 且 HE)\ < oo , 则任何可测的 AC E ， 必有 
\fi(A)\ < 00. 

证不妨假设/ X 不取 oo 为值.设 A 是£的▲可测的子集.若 ti ( A ) > 0, 
显然， \^(A)\ < 00 •若 ti{A) < 0,由/ X 的可加性,我们有 

ti(E) = ti(A)+n{E\A). 

由此可见 

0 < — 〆 >!) = fi(E \ i 4) - / x (2?) < oc . □ 

定义 11.6.18 设入是非空集合，>1 C 2 X 是个 a - 代数， m 是欠上的一 
个带符号的测度.集合 E € 4称为正集，假若以下条件 满足： 

e a(^A C E => n(A) ^ oy 

集合 E e 4 称为负集，假若以下条件 满足： 

yA G a(^A C n ( A )^0 y 

引理 11.6.3 设 X 是非空集合，4 C 2 X 是个 a - 代数， f ! 是 X 上的一个 
带符号的测度.又设 E A 且0 < fi { E ) < 00 ,则有乂-可测的 AcE ， 它是正 
测度的正集. 

证 若 E 是正集，则取 A = E. 不然， E 有一个测度为负数的子集.记 m 
是具有以下两条性质的自 然数： 

(1) 3/?i ceIb^AK //(fii) ^ 
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(2) Vn < niVS c EyB G A =^ fi ( B ) > -~ J . 

记山 =£\ 其中历是上面性质 （1) 中说到的说(它并不唯一确定). 
若火 i 是正集，则取4 不然，有一个测度为负数的子集.记 n 2 是具 
有以下两条性质的自 然数： 


⑴ 3fl 2 C A 4且 /i(B 2 ) ^ - 


(2) Vn < ri2^B C A\i B e A ==> ^( B ) > — 

\ 几 


如此进行下去，若有某个自然数 m， 使得集合 


A m = Am-l \B m = {Am-2 \ B m -l) \ Bm = - ' = R \ [J Bj 

i=i 

是正集，则取 Z = A m . 不然我们将获得两串集合{/々}☆和 {^}^ i 和一串 
竿-调不减的0然数 

tii 彡叱彡…, 

使得 

⑴3尽 C ^-1 卜 e *4 且 m (^) < - 士)； 

(2) Vn < rijWB C Aj -! (月 e 乂 => n ( B ) > - 士)； 

(3) Aj = \ Bj {j = 1,2, ..), 其中为了方便，我们约定 A )= 五. 

我们要 证明： 以下式定义的集合4: 

oc oo 

A=^\A j = E\\jB j 
j=i i=i 

是正测度的正集.假设 C 7 e 4且 c c 涞为了证明 A 是正集，我们要证 
明： fi{C) ^ 0. 由引理11.6.2, \fi(A)\ < oc .由 {Bj} 的构造方法，集合串 
{ A , B ii n 2 l B 3 r -} 是由两两不相交的可数个 >4-可测集合构成的，所以我们有 

OO OO 1 

0 < fi { E ) = fi ( A ) + ^ B j ) ^ ^ A ) 一 [ ； r ， 

j=\ j — j ^ 

故级数 £ (1 M ) 收敛.这就证明了 lim 〜= oo , 且 ^( A ) > 0. 这就顺便证明 

j=i 卜 00 

了 Z 是正测度的 • 因 （7 C 力 C 4 (j = 1，2,3,…)，故 
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Tlj — 1 

让 j — 00,我们得到 

"(C) > 0 . □ 

定理 11.6.16 (Hahn 分解定理）设久是非空集合，/ C 2 X 是个 a - 代 
数， M 是 X 上的一个带符号的测度，则 X = U A ：' 其中 X + 是正集而 X - 
是负集，且 X 十 = 0. 

证 不妨设 M 不取 oo 为值.令 

S = sup 

正集/4€沁 

设 Mn } 是一串正集，且 f lim / x (> l n ) = •记 >4 = An , 则 j 是正集，当 
然有 / i ( A ) ^ S . 另一方面任何6然数 n ， 我们有 

fi ( A ) = n(A \ A n ) + / i { A n ) ^ n ( A n ). 

故 n ( A ) = S < oo . 

A 的余集 A ： \ 4 是负集，不然 X \ 4 将有一个正测度的子集 E ， 而芯又将 
有一个子集 Ao , 它是正测度的正集.但 z n 乂 0 = 0 且 A u A > 是正集，闵此 

fi(A U Ao ) = n ( A ) + ^( Ao ) > S . 

这个不等式与 5 的定义矛盾.只要让 X + = X - = X \ A , Hahn 分解便得 
到了. □ 

定义 11.6.19 相对丁-带符号的测度 / i 的零 集是指 满足如下条件的集合 
ReA ： 

VFcE ( FG ^=>/ i ( F ) = o ). 

零集必是它的广测度为岑的集合，反之则不然（请同学 ft 行构造一例). 

注1 我们先引进两个集合的对称差的概念.设 >4和是两个集合，3 
与《的对称差定义为 

AAH ^( A \ B ) U ( B \ A ) = ( AUB)\(An B ). 

对称差表示4与 B 的全部差异. 

注 2 设 S C 是一个零集，则 

X = ( X ' h \£) U { X - U £) 

也是带符号的测度 M 的 Hahn 分解.所以， Hahn 分解并非唯一确定的.但若带 
符号的测度 M 的有两个 Hahn 分解： 
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X = X + UX~ = Y + UY^, 

则 （ x + \ y +) u ( r + \ x +) 及 （ X - \ r _) u ( y - \广）均为零集.换言之，同 
一个集合的两个 Hahn 分解的两个正部的对称差是个零集，两个负部的对称差 
也是个零集.请同学自行补出这个论断的证明细节. 

注3设/是 X 上的 j -可测函数，在乂上给了一个带符号的测度/ I ，它 
的 Hahn 分解是X = X+ U X— ， 则 p 在 X + 上是个（正）测度，记做 /i + ; 而 
在 X - 上是个（正）测度，记做/ X '若 



则/在 X 上相对于带符号的测度//的积分定义为 

/ fd^i= f fd^-f fdfT. 

Jx Jx+ Jx- 

注 4 在注 3 中的条件 min ^ f x+ \ f \ dti + , J x _ |/| 私 -j < oo 满足时， 
对于任何 / G Co ( A /)， 记 

1 (f) = f fd^ l + (f) = f fdfi + , r(/)= f /d M _， 

Jx Jx- 

则 Z 是 Radon 泛函， f 和广是正线性泛函，它们之间存在等式 1 = 

这个等式恰是 Radon 泛函 Z 的 Jordan 分解.请同学自行补出注4的论断的证 
明细节. 

定理 11.6.17 ( Riesz - Kakutani 表示定理）假设 M 是个局部紧度 ft 空 
间， M 上的全体紧支集的连续函数空间 Co(M) 上的任何 Radon 泛函 f 可以表 
成 Jordan 分解的形式： i =广一广.若 



(11.6.26) 


则在 A / 的 Borel 代数上有一个带符号的测度 / i ， 使得 

Kf ) = J (11.6.27) 

反之，通过任何在 M 的 Borel 代数上有一个带符号的测度 / i , 由 （11.6.27) 表 
示 的/是 C 0 ( M ) 上的 Raxion 泛函，且它的正部和负部广满足 （11.6.26). 
注记和 / i — 分别是测度和广-测度，则条件 (11.6.26) 可改写成 
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这是因为 


min (// + ( M ), M -( M )) < oo . 


(11.6.26)， 


/ i + ( M ) = K + ( A /)= sup Z +(/)， 〆 ( M ) = K 一 ( M ) = sup r (/)， 

/ec 0 (M) /€C 0 (M) 

I/K1 I/K1 

其中与 K - 分别表示由 严与广 产生的开集的体积. 

证由定理 11.6.15( Jordan 分解定理)，空间 C 0 ( M ) 上的每个 Radon 泛 
函/均可写成 Z = Z + -广，其中广和广都是正线性泛函.由定理 11.6.13 和 
定理11.6.14, P 和广生成测度 / i + 和 / x ' 且 

/+(/)=/ /( 物+， r (/) = J f ( x ) d / T . 

巾条件 (11.6.26) (参看定理 11.6.17 后的注中的（11.6.26 )/)， min (^+( A /)， 

/ i ~( A /)) < oo . 由定义 11.6.17 后的注 3, 是个带符号的测度•记 

M — 根据定义 11.6.19 后的注2,便有 

Kf ) = J •/■⑷咖， 

其中是个由 Radon 泛函 Z =沪一 Z _ 产生的带符号的测度.反之， 
由 (11.6.27) 表示的 Z 是 C 0 ( M ) 上的 Radon 泛函且它的正部 P 和负部 Z 一 
满足 （11.6.26) 这一点是显 然的. 口 

作为 Riesz - Kakutani 表示定理的特例，我们有以下推论（文献常把这个推 
论称为 Riesz - Kakutani 表示定理)： 

推论 11.6.7 ( Riesz - Kakutani ) 设 M 是紧的度 fi 空间， C ( M ) 表示 M 
上连续实值函数的全体 . C ( M ) 上的范数定义为 


I/I =majc|/(x)|, 

在赋予上述范数后， C ( M ) 便成为一个 Banach 空间 . Banach 空间 C { M ) 上的 
每个连续线性 泛函/ 均可表示为 

1( f ) = j / ⑷咖， （11.6.28) 

其中 A 是个由 Radon 泛函/ 产生的带符号的测度.反之，由 (11.6.28) 通过某 
个带符号的测度 M 表示 的/是 C ( M ) 上的连续线性泛函. 

11.6.9 概率分布的特征函数 

概率论的研究对像是这样一个测度空间 （ AW )， 其中 D 是个非空集合， 
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j 是由 n 的子集构成的心代数，而 P 是定义在 j 上的（正）测度，且满足条 
件： p ( n ) = 1 .设/是定义在 n 上的实值乂-可测函数,概率论中常称它为实值 
随机变量.实值随机变量/的分布函数定 义为： 

F(x) = p({cJGQ:/(cj)^x}y 

易见，尸是 R 上的单调不减的右连续函数.且满足以下 条件： 

lim F(x) = 0, lim F(x) = 1. 

x—♦ —OO X—^oc 

通过分布函数 F ， 在 R 上可以引进唯一的一个 Borel 测度 / x ， 使得任何满足条 
件 a < 6的实数对 a 和卜都有以下 等式： 


P((M]) = F(b) - F(a). 


Borel 测度 /x 常记做 m 它也对应于一个 C 0 ( R ) 上的正线性泛函 Z •概 

率论对随机变量/的兴趣全部集中在 Borel 测度 /x 上，也即集中在分布函数 F 
上.为了研究分布函数兄引进由下式定义的分布函数 F 的特征函数(切 勿与线 
性算7的特征函数及集合的特征函数（即，集合的桁示函数）混淆!）常常是有用 

oo OC 

一⑷ = / G } tx dF ( x ) = / e ltx fi ( dx ) = l ( e ltx ). * 

J — oo J — OO 

特征函数 p 在数学处理上比分布函数 F 通常要方便些，至少在讨论独立随机变 
量和的中心极限定理时是如此. 

注分布函数 F 的特征函数¥>可以称为测度 /X 的 Fourier 变换（但是，特 
征函数的 fl 变量与通常的 Fourier •变换的自变量差-•个适当的常数倍).事实上， 
当测度 M 有密度 p 时： fi ( dx ) = gdx,F 的特征函数就是 


^p(t) = J e ltx g(x)dx. 


它拾是 M 的密度9的 Fourier 变换.应注意的是，本讲义中 g 的 Fourier 变换 
定义为 oo 

g{t) - f e~ 2iritx g(x)dx = p(_ 27 ^). 

J — oo • 

它和 F 的特征函数只在自变量上差个- 27 T 倍，这对讨论无大影响.我们遵从概 
率论的习惯， F 的特征函数^的定义中不用这- 27 T 倍. 

一个自然要问的问题是，用 F 的特征函数 p 来描述 F , 会不会丢失信息? 
答案是否定的.这由以下定理 保证： 
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定理 11.6.18 ( 概率测度分布函数的特征函数的反演公式）设 F = F(x) 
是个（概率）分布函数，它的特征函数是 


= 


dF{x), 


我们有以下两点结论： 

⑴设 a 和 6 是两个实数，其中 a < 6, 且 F 在这两点处连续，则 


F(b)- F(a) = lim — 

C—oo 2 丌 


it 




⑻若 W)\dt < oo, 则概率测度分布函数 F(x) 有概率密度 /(:r ) •换 

J —OO 

言之，有非负 Lebesgue 可积函数 /, 使得概率测度分布函数 F(x ) 可以写成 


F ( x ) 


fiy)dy 


而且，概率密度 /(x) 可通过特征函数 ^ 由如下的反演公式 表示 : 


/⑷ 


2 tt 


厂 e^ tx (p(t)dt. 

J — OO 


证⑴记 


—ita itb 


中 c 三 


2 tt 


it 


(f(t)dL 


注意到 


巧在 [-c,c]xR. [: 连续有界，且卜 c , c j 上的 Lebesgue 测 


度与 R 上的概率测度 dF 的张量积在 [- c, cjxR 上的测度 有限 : (m®dF)([-c,c]x 
R) = 2c < oo , 用一次 Pubini-Tonelli 定理，我们有 


= 


2 tt 


2tt 


2tt 


it 


-itb 


it 


^ tx dF(x) 


dF{x) 


dt 


dt 


\tx 


it 


dt 


dF(x) 


其中 


^ c (x)dF(x), 


(11.6.29) 
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不难看出 


1 re ita „-itb 


9c{x) = i. J <： sinj(x-a)-sin^^b)^ 

1 f c{x - a) sin% 1 f c(x _ b) sinu^ 

=—/ - dv - — / - du . 

^ J -c(x-a) ^ ^ 7 T y — c (x- 6 ) ^ 


因^ ! ，函数 


P(S, t 、= jt 


是 s 和纟的一致连续的函数，根据 §6.9 的第 21 题，我们有 

lim g ( s y t ) = 7r. 

t —♦ — oo 


(11.6.30) 


(11.6.31) 


(11.6.32) 


因此 


由此，我们得到 


其中 


BC e RVc € RVx € r (|^ c ( x )| < C < oo ) 

lim ^ c ( x ) = ^( x ), 

c—»oc 

0， 若工 < a 或 x > b， 

少 (x) = ， 1/2, 若 x = a 或 a : = 6， 

1， 若 a < x < b . 


利用 Lebesgue 控制收敛定理便得到 


lim <3>c = lim 

"— *00 c—*oo 


^ c { x ) dF ( x ) = / ^( x ) dF ( x ) 


/x((a ， 6)) + i/z({a}) + ^m(W) 


= F(6 一 0) - F(a) + -[F(a)- F(a 一 0) + F(6) - F(6 

Zd 

_ F { b ) + F{b - 0) F ⑷ + F(a - 0) 

= 2 2 ' 

若 a 和 6 是函数 F ( x ) 的连续点，我们得到 


F { b ) — F(a) = lim — 

c—*oc 2n 


，c e- lta - e- itb 
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⑻设 / \< p ( t)\dt < 00 .记 


/(X) = 去 / e ~ Hx ( p ( t ) dt . 

根据 Lebesgue 控制收敛定理，/在上是连续函数，因而/在上可 
积.再利用 Pubini - ToneUi 定理，当 a 和&是 F 的连续点时，我们有 


f(x)dx = J 


2tt 



( p ( t)dt I dx 


4 />) L 


= lim 会 / v ⑴ 


dx 


dt 


-it* 


dx 


dt 


-\tb 


=lim — # 

c—>oo 27T y_ c it 

= F ( b ) -尸⑷， 


( p ( t)dt 


最后一个等式是 « 中得到的结论.特别，我们有 

[ f ( y)dy = F { y ). □ 

J 一 oo 

由概率测度分布函数的 Fourier 变换的反演公式立即得到以 K 推论. 

推论 11.6.8 概率测度分布函数 F 被它的特征函数^唯 一 确定. 

这就在理论上保 证了： 为了刻画随机变量，用概率测度分布函数的特征函数 
替代概率测度分布函数是不会丢失信息的. 


*§11.7 补充教 材二： 广义函数的初步介绍 

英国物理学家 Dirac 在他著名的“量子力学原理” 一书中引进了以 T 的 
“反常函数 ” (improper function )^( x ): 它是定义在 R 上的，并具有以下两条性 
质： 

( i ) Vx 7 ^ o ( s ( x ) = 0) ，但 (5(0) = oo ; 

( ii ) f S ( x)dx = 1. 

J —OO 

现在人们称这个“反常函数”为 Dirac J 函数.当然，它不属于我们在第一 
册中所定义的传统函数概念的范畴. Dirac 利用这个“反常函数”讨 论量子 力学 
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中的问题，特别是连续谱问题时，感到非常方便 . John von Neumann 在他的 
《量子力学的数学基础》一书中瞥告说，把理论建立在这样一个虚构的数学概念 
(指 Dirac (5 函数）上是危险的.他摒弃了这个“虚构的数学概念”，而把量子力 
学严格地建立在他自己刚刚建立起来的 Hilbert 空间上无界自伴算子的谱理论 
L John von Neumann 成功地实现了量子力学逻辑基础的严格化，但是他没有 
认识到 Dirac 这个十分有用的“虚构的数学概念”恰是重要的而且完全可以建 
立在严格逻辑基础上的数学概念的一颗种子，这个数学概念就是广义函数. 

远在19世纪，英国工程师 Heaviside 在创建他的运算微积时就已火胆 
地突破传统的函数概念，进行未经严格逻辑验证但却非常方便的数学运算.在 
研究偏微分方程时，人们常常突破传统的函数概念引进广义解的概念.这里有 
Leray 关于 Navier - Stokes 方程组的瑞流解， Bochner 的弱解（也称广义解)， 
Sobolev , Friedrichs 和 Krylov 等人的广义导数的概念，以及 Hadamard 关 
于发散积分的有限部分的概念等.在 Fourier 变换的研究中， Bochner , Carle - 
man 和 de Beurling 互相独立地，但十分相似地突破了传统的函数概念，引进 
了 “广义 Fourier 变换”的 概念. 还有 L . C . Young 的广义曲面， Fantappi 4 的 
解析泛函和 Mikusinski 的运算微积等都是从不同的角度出发，进行了突破传 
统函数概念的相当成功的尝试. 

从以上（极不完全）的介绍中己可看出，严格地或不严格地突破传统的函 
数概念在20世纪的上半叶己形成汹涌澎湃的浪潮 .将所有这些突破传统的函 
数概念的努力统一起来，建立新的“广义函数”的理论的要求己迫在眉睫了. 
1946年法国数学家 L . Schwartz 总结了前人突破传统函数概念的工作，以他 
和 J . Dieudom ^ 刚刚合作完成（尚未发表）的线性拓扑空间理论为 T 具建立 
了广义函数理论，出色地完成了统一并提炼前人工作的使命.现在广义函数已成 
为纯粹数学与应用数学不可缺少的工具，在数学界及物理学界被广泛使用.本节 
的目的是扼要地介绍 L . Schwartz 漂亮的广义函数理论的轮廓. 

11.7.1 广义函数的定义和例 

受 Riesz - Kakutani 表示定理（定理 11.6.17 和推论 11.6.7) 和 L p 空间上的 
连续线性泛函表示定理 （ F . Riesz 表示定理（定理10. 7 . 8 ))的启发，我们用以下 
的方式引进广义函数的概念： 

定义 11.7.1 设表示 R m 上所有无穷次连续可微的、具有紧支集的 
复值函数组成的线性空间 . Cf 中的函数列 { u n } 称为在中收敛于 IX ，假若 
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以下两个条件得以 满足： 

( i ) 有中的紧集使得 

Vn € N (supp w n C K ) ; 

( ii ) 对于任何重指标 a ， 以 F 的极限在 R - 上是一致收 敛的: 

lim D a u n = D a u . 

n-^oo 

条件 （ ii ) 可以改述为： 

( ii ') 对于任何重指标 a , 有 


lim sup \ D a ix n ( x ) - D a tx ( x )| = 0. 

n—oo x € R m 

函数列 { Un } 在 CF 中（按以上意义）收敛于 U 常记做 

Cq ° - lim u n = u . 

n—♦oo 

定义 11.7.2 R m 上的广义函数是 C 0 °° 上的复值连续线性泛函 Z . 换言 
之， Z 是满足以下条件的映射 l : CS °- C ： 

(i) Vu, v € Co°Va, b € C ( l(au + bv ) — al ( u ) + bl ( v )); 

( ii ) Cq°- lim u n =u => lim l ( u n ) = l ( u ). 

n—*oo n—oo 

R m 上的全体广义函数构成的线性空间记做 （ Co 00 /. 

以1:关 T •线性泛函/连续的条件 （ ii ) 可以用以下更确切的形式 表述： 

定理 11.7.1 给了广义函数 f 和紧集 K C R m ， 则有一个 N ( K ) e N 和 
c ( K ) > 0,使得任何 Cf 中的函数 tx , 只要 supp u C K , 便有 

|Z(iz)| < c(/^)|ti|yv(K), ( 11 . 7 . 1)1 

其中 

I ^ U ( K ) =,巧汾 sup \ D Q u ( x)l (11.7.1)2 

证给定了广义函数 z 和紧集 K C R ' 假若没有 c (/0 和 N ( K ) 使得不 
等式 (11.7.1)! 成立，换言之，对于任何自然数 n , 有~个 中的函数 u n 使得 
以下三个命题同时 成立： 

supp Uu C K , l { u n ) = 1, \ u n \n = max sup \ D a u ( x )\ < 1/ n . 

| tt |< n x€ Rm 

注意到以下不难检验的 事实： 

Vw 6 { n ^ p =^ \ u\n > | w | p ), 
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由关于的三个同时成立的命题中的第一个命题及最后一个不等式，便有 

Cq° - lim u n = 0 . 

n — ^oc 

广义函数 Z 应满足定义 11.7.2 中的 （ ii )， 因而 

lim l(u n ) — 0. 

n—^oo 

但这与关于 Un 的三个同时成立的命题中的第二个命题 l ( Un ) = 1矛盾. 口 
注定理 11.7.1 的逆定理也成立，换言之，假若 CT 上的线性泛函！满足 
以下 条件： 对于任何紧集 iC C R n , 有-个 N { K ) e N 和 c { K ) > 0, 使得任何 
Cq ° 中的函数 IX ，只要 supp u C Ky 便有 


陶 I < c ( K ) Mn (/ c )， 

其中 

Mn(/C) = r SU P 

|Q|^N(/C) xeR n 

则 / 便是广义函数.请同学自行证明这个逆定理. 

作为线性泛函的广义函数 Z 有时也用以下记法 表示： 


(11.7.1) ； 

(11.7.1) ^ 


Z ( ix ) = ( uj ). (11.7.1)3 

定义 11.7.3 设/是定义在 R m 上的函数.若对于任何 r > 0,函数 
lB (0, r ) - / e L l ( R m ^)( lB (0, r ) 表示 B (0, r ) 的指示函数)， / 便称为在上 
是局部可积的，记做/ € LL . 

例 11.7.1 设/ e ，定义 CS ° 上的线性泛函卜 如下： 对于任何 
u € CS °， 

h ( u ) = J ufm { dx ) = ( u y I /). 

线性泛函 Z / 的连续性留作习题请同学自行证明（参看 §11.8 的习题 16) .不难 
看出，映射 

—(( T )' i ( f ) = l f 

是单射.为了方便,我们常常把/和心看成同一个东西,换言之，我们把 i 看成 
是到 嫩 的嵌入 映射： i ( L } oc ) = L / oc . 作了这样的约定后，作为线性 
泛函的广义函数 G 可以写做 l f ( u ) = ( u y l f ) = ( u , f ). 在这样的约定卞，我们有 

lL c ( cs ° y . 特别， c ( R m ) c ( cs ° y . 

例 11.7.2 Dirac 5 函数（简称5函数）定义为如下的广义 函数： 对于任 

何 W cs °， 


S ( u ) = ( u , S ) = u (0). 
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线性泛函 (5 的连续性留作习题请同学自行证明了（参看 §11-8 的习题 17). 

例 11.7.3 函数 l / a : 在 R 上并非局部可积的函数，因而它不属子例 11.7.1 
讨论的范畴.但它仍以下述形式对应于一个广义函数，这个广义函数称为 1/ t 的 

Cauchy 主值(简称主值)，记做 PV 对于任何 u ， 

X 


PV 


臺 )(u)= pvij = PV J ^~rn(dx) 


lim 

+o 




我们要证明等式右端定义的泛函确是广义函数，换言之，应证明以下三点：⑴ 
右端的极限存在且有限， （ ii ) 它关于 u 是线性的和 （ iii ) 它关于 u 在中是连 
续的.通过换元我们得到以下的 等式： 


lim 




( dx ) 


u ( x ) 


m{dx) 


= ^ o / 


u(x) — u(-x) 


m(dx), 


(11.7.2) 


其中 4 是个这样的常数，使得 supp n C [-川•利用 Lagrange 中值定理，右 
端积分的被积函数服从以下的估计： 

柯一 ，㈣ ^2 sup |u'(0l ， 

I X 

由此，所要证明的 （ i )，( ii ) 和 （ iii ) 这三条结论全得到了（请同学补出证明的细节) • 
例 11.7.4 定义泛函 Z 如下：对于任何 U e c 0 °°， 


l(u) = lim 


u(x)x^ 3/2 dx - 2u ⑼厂 1/2 


(11.7.3) 


我们来证明 f 是 CF 上的连续线性 泛函： 对于任何 U e c 0 °°， 我们有 
⑻ f 3/2 rfT—2tz(0)e_ 1/2 

=j: u{x)x^ /2 dx - 2u ⑼ e_ l/2 + u{x)x' 3/2 dx 

=：J [u(0) + (u(rc) - w ⑼)] aT 3/2 dx - 2u(0)e~" 2 + 乂 u(x)x~ 3/2 dx 

.1 


=^(0) 


.一 1/2 


+ J (ix(x)_u(0))x- 3/2 dx-2u ⑼ e -1/2 + 乂 u(x)x~ 3/2 dx 
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= —2 ti (0) + J ( u ( x ) 一 tx (0) jx _3/2 dx + J u ( x ) x ~ 3/2 dx , 

右端的第一和第三项与 e 无关.利用 Newton - Leibniz 公式，我们有 

|(—0- ti ( O )) aT 3/2 |= J\ f ( t)dt • x ~ 3/2 ^ sup | ix , ( f )|.| a ：- 1/2 |. 

因 | supK (0|< oo 有界而 lx - 1 / 2 ! 在 [0,1] 上可积，故 
ten 

^lira o J (u(x) - u(0)^x~ 3/2 dx 

存在且 有限. 利用刚才得到的不等式不难看出，这个极限是 C Q °° 上的连续泛函 
(请同学补出证明的细节).因此， (11.7.3) 中定义 的/是 C 0 °° 上的连续线性泛函. 

注如上定义的 Z ( u ) 称为发散积分 「 u ( x ) x _ 3/2 dx 的有限部分（这个 

Jo 

概念属于法国数学家 Iladaraard , 他用法语 parties finies 的缩写 Pf . 表示有 
限部分)，记做 

_ m 

( u ， Pf . x _3/2 )= Pf ./ u ( x ) x ~ 3/，2 dx = lim ^ J u ( z ) x _3/2 dx - 2 u ⑼ fT 1/2 ， 

» ■ 

这里泛函 Z 也记做 Z = Pf . x - 3 / 2 . 法国数学家 Hadamard 在研究双曲型偏微 
分方程的 Cauchy 问题时提出了发散积分有限部分的概念.他关于一般的发散 
积分有限部分的概念是这样定义的： 

定义 11.7.4 假设 3 在任何区间 (a + e . b ), e >0 上可积，但在区间 （ a , ft ) 
上不可积，且假设 g 具有以下 形式； 


9 ( x ) = ^2 


(x — a) x ^ 


+ h(x) y »从彡 1 


其中在区间 ( a , 6) 上可积.这时我们有 


g(x)m(dx) = 




其中 


F(e) = / h(x)m(dx )— 




易见， F (^) 在 e — +0时是收敛于一个有限数 F 的. Hadamard 定义发散积 
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分 j g ( x ) m ( dx ) 的有限部分为 




F = Pf. I g ( x ) m ( dx ) = j h { x ) m ( dx ) - ^ - ~ - 


根据上面的讨论，发散积分 J \( x ) m ( dx ) 的有限部分也可写成 




g ( x ) m ( dx ) - [ 



在以上讨论中，我们假设I - 1 / 0( 不然，分母上出现- 1就无意义 

了). 当从- 1 = 0时，我们常作这样的约定：^应换成 lne. 在这个约定下， 

以上得到的 Hadamard 发散积分有限部分的公式便有意义了. 

在补充习题的第20题到第28题中有关于 Iladamard 有限部分的具体的 
例. 

我们愿意将定义 11.7.2 中的 IT 1 上的广义函数概念推广为的任何开 
集 D 上的广义函数概念. 

定义 11.7.5 设 /) 是 R m 的一个开集.(7茂表示 D I:所有的无穷次连续 
nj* 微的、具有紧支集的复值函数组成的线性空间 .C 方中的函数列 { u n } 称为在 
C 宅 中是收敛于 u 的，假若有 Z) 中的紧集 K， 使得 

Vn € N (supp u n C 

且对于任何重指标 a, 以下的极限在 D 上是一致收 敛的： 


lim D Q u n = D a u. 

n—oo 

函数列在 eg 1 中收敛 f u 常记做 

Cd - lira u n = u . 

n—oc 

D 上的广义函数是 C 沒上的复值连续线性泛函 Z. 换言之 ，/ 是满足以下条件 
的映射 l : C ^ ^ C ： 

(i) Vu,t; 6 C^Va, b£C[l{au + bv)= al(u) + W(v)); 

(ii) Cq- lim Un =u => lim l{u n ) = l(u). 

为了方便^€们以后只讨论^^!^的情形.极大多数在 R m 上的讨论都 
可以搬到开集 D c R m h 来. 
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11.7.2 广义函数的运算 

广义函数之所以在 L . Schwartz 给出它的确切定义之前就被物理学家和工 
程师们广泛使用，原因是它在一定的条件下能像普通函数那样方便地进行运算， 
有时甚至比普通函数更为方便地进行运算并由此得到限制在普通函数的范畴内 
进行运算时难丁-得到的结果.本小节将介绍在广义函数上可进行的最常用的儿 
种运算 • 

定义 11.7.6 给了线性算子 S : Co 00 - Co °°, S 的转置 W 是 CS ° — CS ° 

满足以下方程的线性 算子： 对于任何 u ’ veCS 0 , 有 

(S'u.v) = (u, Sv) y 

这里的 （•,.） 表示 CS ° x CS ° 上的对称双线性泛函： 

(u, v) = J u(x)v(x)m(dx). 

因此， S 的转置 S ' 应满足的方程是 

J(S ， u)(x)v(x)m(dx) = J u(x)(Sv)(x)m(dx). 

注假若把嵌入关系 C ( Co 00 ) 7 考虑进去，则以上定义的 CT x 上 
的对称双线性泛函（.，•）可以理解成 C 0 °° x ( Co 00 ) 7 上的双线性泛函（•，•)(参看定 
义 11.7.3 之前的表示式）在 x Cf 上的限制. 

不难证明以下性质： 

⑴假若义存在，^是唯一确 定的； 

⑻假若 S ' 存在，则 S " 存在，且 S 〃 = S ; 

( iii ) 假若 Si 和 SS 存在，则对于任何复数 a 和 MaSi + 6 S 2 )， 也存在，且 

(aSi + bS 2) / = aSi + 6 S ^; 

( iv ) 假若 Si 和 S / 2 存在，则 ⑸ o S 2 )' 也存在，且 （ S ! o S 2 )' = Si O Si . 

这四条性质的证明和线性代数中转置矩阵对应性质的证明一样，请同学自 

行完成. 

定理 11.7.2 (扩张定理） 假设算子 S : CS °— CS ° 具有以下两条性质： 
⑴ s •• cs ° — cs ° 是连续线性算子； 

( ii ) S 的转置 S ' 存在 R 是 CS ° — CF 的连续线性算子， 

则对于任何丨 e ( Co 00 ) 7 , 有唯一的一个满足以下等式的广义函数 s Z : 

VveCS° ((SV0 = (^S/)). (11.7.4) 
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这样，我们定义了一个线性映射 s : ( cs°y — ( cs ° y } 它是线性映射 s : 
cs ° ^ cs ° 把定义域和目标域都由 c 0 °° 换成 （ c 0 °° y 后的 扩张. 

证 按假设， s ' 是 Cf — cf 的连续线性算子.由此，作为两个连续映射 
的复合， (11.7.4) 的左端是 Cf 上的连续线性 泛函： cs ° 3 ( S \ l ) € C , 因 

而满足 (11.7.4) 的广义函数 SZ 是存在的.唯一性显然. 口 

这个非常简单的定理却包括了许多在函数论和微分方程中十分有用的算子 
的定义域和0标域由 C Q °° 到 ( Co 00 ) 7 的扩张 的例： 

例 11.7.5 设/ € C 00 , 则映射 CS ° 3 u^fue CS ° 是线性连续的.这个 
映射的转置就是它 自己. 利用扩张定理，我们得到映射 ( cs ° 丫 Bi ^ fie ( cs ° y . 
换言之， 无穷次连续可微函数可以与广义函数相乘. 乘积当然是广义函数，它由 
下式 确定： 

K /0 = (fUyl)- 

例 11.7.6 求导运算 S = D i = d / dxi 将 CS ° 连续线性地映入自身，利 
用分部积分公式，它的转置 S ' = - S . 利用扩张定理，我们得到了求导算子在广 
义函数空间 ( cs°y 上的扩张,换言之,任何广 义函数的导数 都是存在的，当然广 
义函数的导数也是广义函数，它由公式 




确定.广义函数永远可以求导也许是广义函数最重要的优点之一.由于广义函数 
求导运算的重要性，我们举一个最简单的例来说明它. 

以下定义的函数 y 是 R 上的局部可积函数. • 


作）= 


f 1,若 : T > 0, 
\ 0，若 x 彡 0. 


函数 y 常被称为 Heaviside 函数，它是英国工程师 Heaviside 在研究他的运 
算微积时引进的.作为 R 上的局部可积函数， y 可以看成一个广义函数.为了 
方便，我们仍以 K 表示这个广义 函数： 对于任何 C e CT ， 


r ㈦ 


(c,y) = f Y(x)c(x)dx= f c(x)dx. 

J—oo J 0 


现在我们求一下广义函数 y 的导数 w 是广义函数，我们要寻找的 是^对 
于任何 ceCf ， 


( cX ) =? 
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按照广义函数的导数的公式，我们有 

( c , Y 1 ) = 一 ( c ’， Y ) = _ f c ( x)dx = c (0) = ( c , S ). 

Jo 

换言之，我们有 

例 11.7.7 平移算子 ( T a u )( x ) = ti(x 一 a ) 将 Cf 连续线性地映入自身， 
不难看出，= T _ a . 利用扩张定理，广义函数也可平移，它由下式 确定： 

(u,T a Z) = (T-ari,/). 

光滑函数/的平移算子与求导算子之间有以下的 关系: 设^ 

则我们有 

A / = lim T -入-厂 

入 一 0 A 

广义函数的平移算子与广义函数的求导算子之间也有着相应的 关系： 

Vu € C 0 °° V / 6 (00°°)^,^/)= lim T ~ Ae ^ ' ^ j . 

这个公式的证明留作习题了（参# §11.8 的第21题). 

注设 {/ n }^ l 是一列广义函数而 Z 是一个广义函数，若以 F 条件满足： 

v u e ( 土 (《， M = M ) ， 

则我 们说： 当 n — GO 时，广义函数收敛于广义函数或称弱 • 收敛于广 
义函数依赖于某连续参数的广义函数的弱收敛概念可相仿地定义.例 11.7.7 

最后的极限等式告诉 我们： 当 A — 0时， - ’ 弱*收敛于= _•. 

这使得广义函数的（偏）导数与差商的关系和光滑函数的（偏）导数与差商的关 
系几乎一样. 

例 11.7.8 中心反射算子 ( Six )( x ) = ii (_ x ) 的转置是 S ' = S . 对于广义 
函数 i 的中心反射应由下式 确定： 

(ti,SZ) = (Su,Z). 

例 11.7.9 设 t ; 是具有紧支集的 R n 上的 Lebesgue 可积函数，则对于任 
何 ueCS^v 与 u 的卷积（参看 §10.9 的第14题）定义为 

( Tu )( x ) = ( v * u )( x ) = / v ( y ) u(x - y ) m ( dy ). 

jR n 
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不难检验， T 是 CS ° — 的连续线性映射，且它的转置 

T r tx= [ w{y)u(^ - y)m(dy ), 其中 t^(y) = ” (-y) 

Jn n 

(请同学自行完成这些命题的检验).由扩张定理， 广义函数/与具有紧支集的 
IT 上 Lebesgue 可积函数 t; 的卷积 u * Z e ( C^Y 是如下定 义的： 对于任何 

nGCo 00 , 

{UyV * l) = (w * Uyl) y 

其中 W (y) = t;(-y). 稍后，我们还要给出广义函数与具有紧支集的广义函数之 
间的卷积的定义. 

例 11.7.10 假设少是 R n 到自身的无穷次连续可微的微分同胚.当然，它 
和它的逆映射 ―小一 1 把紧集映成紧集.引进如下定义的映射 T : CT — C ' 

(Ttz)(x) = ti(0(x)) = tx o 必 (x), 

不妨称这个映射 为换元映射. 不难检验，这个映射 T 将 C Q °° 连续线性地映入自 
身，而且映射 T 的转置是映射 （TS)(y) = 其中4是映射矽 

的 Jacobi 行列式.易见, T" 将 Cf 连续线性地映入自身.由扩张定理， 换元映 
射 t 的定义域可 扩张成 广义函数空间 ( c ^° y ， 它作用在广义函数 z e ( cn ' 上 
的值是如 F 确 定的： 对于任何 U e CF, 

(tt，T。 = (T’u，0 = (u(t/<(x))々(x)，z). 

应注意的足 •： 并非任何两个广义函数的乘积都有意义，例如， （5 2 (x)( 在 
L. Schwartz 的广义函数的框架中）是无意义的.广义函数与不可逆的无限多 
次连续可微的映射的复合也可能是无意义的，例如， J(x 2 ) (在 L.Schwartz 的广 
义函数理论的框架中）是无意义的.并非任何两个广义函数的卷积都有意义，事 
实上任何两个普通函数的卷积也可能无意义，例如，1 * 1就无意义. 

分别在 R m 和 R p 上定义的两个可积函数 /(x) 和 g(y) 的张量积是 x 
R p 上如下定义的函数： 


/®5(x,y) = /(x)-g(y). 

可以把上述两个可积函数的张量积概念推广成两个广义函数的张量积的概 
念.广义函数的张量积的涵义是这 样的： 设 h 和分别是 IT " 和 il 
的广义函数，它们的张量积是如下定义的 C ^ iR ^ Y 中的 元素： 对于任何 
u(x ， y)G(7 0 -(R _)， 
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(u(x,y)) =h (Wx，y))) ， 

其中表示线性泛函 Z 2 作用于 y 的函数 （x 看做参数 Hx，y) 的值， 
Z 2 (tx(x，y)) 又是 x 的 C 0 °° 函数（请同学自行补证). 

同学们可以利用 Stone-Weierstrass 逼近定理去证明以下的逼近定理： 

辅助用的通近定理 和 R p 中一般的点分别记做 x 和 y，R-+ p 中的 

点 z = (x，y). 对于任何有限个 Uj (x) e CS°(R m ) 和有限个 Vj(y) G C 0 °°(R P ), 
则 

® Vj(x ， y)= [ 〜 (x)%(y) € C^°(R m+p ), 

J 3 

其中 E 表示有限项求和.另一方面，形如 E w ® %的 cs °( R m ^) 中的元素 

• 9 

J 3 

全体构成一个 Co°°(R m+p ) 的稠密线性子空间. 

我们可以利用这个辅助用的逼近定理去证明以下关于广义函数的 Pubini 定 
理： 

设 h 和〖2分别是 R m 和 R p 上的广义函数，则 


/l ® ,2 = ,2 ®/l. 

换言之,对于任何 u(x,y)G C 0 °°(R m+p ), 我们有 

®Z2(ti(x，y)) =Zi(Z2(tx(x，y))) =/2(“(u(x，y))) = ® fi (u(x，y)). 

证明的细节留给同学自己去完成了. 

例 11.7.11 R- 上的 <5(x) 定 义为： ( u , 6 ) = u ⑼，不难 证明： 


<5(x)® J(y) = J(x,y). 


定义 11.7.7 广义函数 f 称为在开集 G 上等于零，假若对于任何支集包 
含于 G 内的 C 0 °° 函数 tx , 都有 ( u , Z )=0. 

命题 11.7.1 若广义函数 Z 在开集族 { G ay aQA } 的每个开集上是等于 
零的，则广义函数 f 在这族开集之并 （J 上也是等于零的. 


证利用单位分解定理（定理 8.6.1), 有定义在 R" 上的实值 C^(R n ) 函 
数构成的一个（有限或无限的）序列 {^} i€ / C N, 它具有如下 性质： 

(i) 对于每个 j G /，有某个 a(j) € 使得 supp (pj C G a(i) . 


⑻ 


^^( x ) = l G ( x )= 


0 , 


当 xeG, 
当 x 參 G， 
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其中 G = U .设 tz e ⑶且 supp ucG = U G q . 注意到 

ot£A a^A 

n oo 

^ 0 °- X] = 必，， 

n -°° j=i i=i 

故 / oo \ oo 

( u . l ) = j ^^ u,ZJ = [ OM ， l ) = 0. □ 

\ i=i / j=i 

定义 11.7.8 广义函数 / 的支集 supp / 定义为这样一个 闭集， 它的余集是 
使得 Z 在其上等于零的最大的开集. 

根据命题11.7.1，如上定义的广义函数/的支集 suppZ 由下式 确定： 

supp / = { x € R n : 3 e >0( Z 在以 x 为球心 e 为半径的开球 B ( x ， e ) 上恒等于零 j 

由此，广义 函数/ 的支集是存在唯一的. 

命题 11.7.2 设 lx € C§°，Z e 呢广且 supp tiDsupp f = 0，则 ( Ti ，0 = 0. 
证这只是广义函数的支集定义的推论. 口 

定义 11.7.9 设 Z € ( CS °)\ 且它的支集 supp Z 是紧集，利用单位分解定 
理便不难证明（请同学补出证明的细节)， 有 veCS ° 和开集 G 3 supp l y 使得 

Vx G G ( v ( x ) = 1). 

设 TX € C °°, 我们定义泛函 f 在 U 处的值为 


(tl") = (uv,l). 

由命题 11.7.2, 如上定义的 ( u ,0 的值不依赖于满足定义 11.7.9 中所述条 
件的 V 的选择.这样，具有紧支集的广义函数/ € ( cs°y 的定义域可以扩张到 
上. 假若在 (7- 上引进如下的收敛概念 : C 〜中的函数列{%}称为在 c - 
中收敛于零的，记做 

C °°- lim uj = 0 

j-*oo 

当且仅当对于任何紧集 K C IT 和任何重指标《，有 

lim D Q Uj { x ) = 0 在尺 上是一致的 • 

j-*OC 

不难看出，相对于如上定义的 C - 上的收敛概念，定义 11.7.9 中的 Z 是上 
的连续线性泛函.反之，任何上相对丁•如上定义的 C °° 上的收敛概念的连 
续线性泛函都可由某个紧支集的广义函数 Z 通过上述途径得到（同学自行补出 
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证明的细节).所以，我们用 （ c ^ y 来表示全体具有紧支集的广义函数构成的线 
性空间. 

例 11.7.12 在例 11.7.9 中已讨论了广义函数与 R m 上具有紧支集的 
Lebesgue 可积函数之间的卷积.特别，对于任何 u € C 0 °°, t; € Cq 00 与任何 
le ( cs ° y ， 我们根据扩张定理得到卷积(作为广义函数）的涵义是这 样的： 


{u,v W) = (w * w, 


其中 ^(y) = v(-y). 下面我们假设 v 上式可写成 


( u y v * Z ) = 





v(-y)u(x-y)m(dy), 


v(z)u(x + z)m(dz), 


(y - x)u(y)m(dy) 


其中， (v)x 表示在 IC 上的广义函数的值.不难看出，以下的极限等式 成立： 
lip n sup Vv(yj -x)u(y i )Aj - / v(y - x)tx(y)m(dy) =0 ， 

max x JK^ 

其中 X ^( yj - x ) u ( yj ) A ) 表示重积分 v(y-x)tx(y)m(dy) 的 Riemann 和， 

j 

而左端的极限 lim 表示小长方块的直径趋于零时的极限. 同理， 以下的 

max Aj —0 

极限等式也 成立： 对于任何重指标 a ， 我们有 

u sup L^(Ew(y 广 xXyjAj.'j-D^y" v(y-x)u(y)m(dy)^ =0. 


换言之，我们有 

Cf - lim 

max Aj 


J] v(yj - x)u( y>7 )~ = 


(y— x)u(y)m(dy). 


v(y - x)w(y)m(dy) 


lim 广 x ) u ( 


yj) A j 


=^ J2 (咖 - x )，0 u (yj) A 3 


(u(y — x) ， i) x u(y)m(dy). 
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同理我们有 



i;(z)u(x + z)m(dz), 


v(z)(u(x + z), I) x m(dz). 


所以 


/ Ny-x), ZJ u(y)m{dy) = / v(z)(u(x + z), l) x m(dz). 

V /x JRm 


(V(y-X) t l) x 表示泛函 / 在 X 的函数 V ( y — X ) (把 y 看做参数）处的值•这 
个值又是 y 的函数 • 同学们町以自行证明：作为 y 的函数， ( t ;( y - x),OxG Cg °， 
且映射 

CS° /) x € Co°°(R^) 

是连续线性的.它的转置，看做映射 


CT 3 u ^ (tx(z + x), Z) x G C 0 °°(R^) 

也是连续线性的.由扩张定理，我们得到如下的连续 映射： 

(C^yBk^(k{y-x)J) x e(C^y. 

应注意的是， （ fc(y - x ), Z ) x 只是一种形式的记法，它不能被理解成泛函 i 在 
/ c(y - x ) 处的值.这是因为 fc(y - x ) 是广义函数， f 在 fc(y - x ) 处的值是无意 
义的 .( A:(y - X )， Z ) x 必须理解为映射 C 0 °° 9 1 ； ^ ( V (y - x ), /) x G C 0 °° 由扩张定 
理得到的扩张后映射在 fc(y - x ) 处的值（这个值是广义函数).它的确切涵义是 
这样的： 对于任何 u € CS °， 

Ky), (*(y - x), Ox)y = ((u(y), k(y - x))y, Z)x 

=(( ii(z + x ), k(z)) Zi l) x = (u(z + x),k(z) ® i ( x )). 

这样我们给出了两个广义函数的卷积的定义，但是我们要求两个广义函数中至 
少有一个是紧支集的.两个任意的广义函数是无法卷积的 .( 注意：两个任意的函 
数也是无法卷积的0假若两个（支集均非紧集的）广义函数在无穷远的增长速 
度受到某种限制，我们还是可以定义这两个（支集均非紧集的）广义函数之卷积 
的.本讲义不去讨论这个问题的细节了，有兴趣的同学可参考125】. 

11.7.3 广义函数的局部性质 

在 §11.8 的第31题中证明了： 5函数的各阶偏导数的支集皆是{0}，因而， 
5函数的各阶偏导数的线性组合的支集也是 {0}. 现在我们证明它的逆命题： 
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定理 U .7.3 设 z e { cs ° y 的支集是由原点一个点构成的点集：{0丨，贝 y / 
具有以下形式： 

I = E c a D °% 

其中 TV e N , 而 h 是复数. 

为了证明这个定理，我们需要如下的 引理： 

引理 11.7.1 设 z € ( CS ° y 的支集是由原点一个点构成的 点集: {0}，则有 
W e N， 使得任何以€ CS °, 只要满足 条件： Va(|a| < TV =» D a u(0) = 0) ，必 
有 （u")=0. 

证假设 U e 满足引理结论中所述条件，其中 TV e N 待定.由推论 

8.6.1，有函数/ e C ^°, 使得 


/(x) = 



若 |x| $ 1, 
若 |x| 彡 2. 


令 = /tz. 因 |x| < 1 => (1 - f ( x )) u ( x ) = 0,由命题 11.7.2,有 


所以 


，((1- /) 如 0. 


= KM = f(u - (1 - = z(u) -z((i-/)u) =i(u). 

另-•方面， D Q v ( 0 ) = D a u ( 0 ) = 0. 因此可以做出如下假设而不失去一 般性: 
supp uc{xe R n ：|x[ < 3} (若 tx 不满足这个条件，可以将IX换成如上获得的4 
由定理 11.7.1, 对于任何满足上述条件 (supp uc{xe R n ：|x| < 3}) 的函数 w， 
有一个 AT e N 和 c > 0,使得 


|z(u)K c| 咖, 


(11.7.1)， 


其中 

I- uIn = max sup \ D a u ( x)\y 
\oc\^N x€R n 

这里的 NeN 便是证明开始时说的待定的 NGN . 

对于任何 A: > 0,记外为如下的 函数： 办 (x) = 1 - /(fcx) (其中/是证明开 
始时定义的函数 /). 令 U/e = 我们可以断言: fc — OO 时有 jUfc - — 0. 

这个断言证明如下 ：由办 的定义得知， |x| > 2/fc =令 g fc (x) = 1. 所以我 
们有以下命题扣 | 彡 2/A: =令 u k ( x ) = u ( x ). 下面我们将对如及其阶数不超过 
N 的导数在开球 {x : |xl < 2 / k } 上的值进行估计.按照引理的假设 u 及其阶数 
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不超过 W 的导数在 x-0 处皆为零，又设|/3| < AT， 利用关于 ^u(x) 的带有 
Peano 余项的 Taylor 公式，我们有 • 

当 |x| — 0时， |J^u(x)| = o(|xC. 

因而，当 |x| < 2/fc 而 fc — > oo 时， 

\ D 0 u { x )\ = o { k ]0 ^ N ). (11.7.5) 


由多元的 Leibniz 公式（请同学模仿一元 Leibniz 公式归纳地证明它)，有 


D^Uk = D OL (g k u) = 

/3 ^q 


D a ^ g k D \ 


(11.7.6) 


其中 /3 < a 表示 0 的每个分暈都不大于 《 的对应分量.又根据外 (x) 的定义， 
不难看出以下的估计 成立： 


当 | X | < 2/fc 而 fc — oo 时， |ZT^ fc (x)| = 0(fc 171 ). 

再把这个估计和 (11.7.5) 代入 （11.7.6), 便得到以下估 计：若 |a| < AT, 我 们有: 
当 |x| < 2/fc 而 fc — oo 时， |D a tx fc (x)| = o(fc |a| - N ). 


注意到 | x|^2/fc=> u k ( x )= u ( x) y 我们得到以下结 论：当 fc—oo 时，有 

\lik — —♦ 0 . 

由不等式 （11.7.1/, l { u k )^ l { u ). 再由命题 11.7.2, Z(u fc ) = 0, 故 Z(tx) = 0. □ 
定理 11.7.3 的证明设叫 (i = 1，2) 是两个 CT 函数 ，它们及它们的阶数 
不超过 iV 的导数在 x == 0处的值皆相等.引理 11.7.1 告诉我们， l ( m ) = l ( u 2 ). 
换言之， 只依赖于 u 及其阶数不超过 TV 的导数在 x = 0处 的值： = 
L (…， D a u (0) ，其中 |a| $见又因 Z(u ) 对 u 的依赖关系是线性的， L 是 
线性函数，故 /应具 有以下形式： 


/(tx) = ^ a Q D a u (0), 

\Ql^N 

其中是一些（复）常数.故 

I = [ CcKD a S, Cq = (-I)’ … a a . □ 

定理 11.7.4 (紧支集广义函数的构造定理）每个紧支集的广义函数/具 
有以下 形式： 

1 = Y 1 。。如， 

\ ol\^L 
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其中 9a 是连续函数，而 L 是某个非负整数. 

证 奋 hecs°，KVxe G { h { y ) = 1)，其中 O suppZ 是一个有界开 
集.由命题 11.7.2, Vu e Cg ° ( l ( u ) = l ( hu)y 

因 /m 在 snpph 之外等 I 1 零，由定理 11.7.1, 有某个正的常数 K 和非负整 
数 W 使得 \ l ( hu )\ ^ K \ hu \ N . 显然， \ hu\ N ^ 常数 A 只依赖于/I.由 

此，我们有 

|/(tx)| ^ K 2 \ u\ Ny (11.7,7) 

其中 /C2 是一个+依赖于 u 的常数.换言之 J 是 C q n 上的连续线性泛函，其中 
C 0 N 表示 R p 1：具有紧支集的有直到 AT 阶连续偏导数的函数全体，它上面賦予 


在 Ct 上引进新的范数 

\ u \h m = 


E 


sup jD Q u(x)|. 
xGR^ 


1 "2 


E / \ D Q u \ 2 m ( dx )\ , (11.7.8) 

cs° 在这个范数意义下的完备化记为 H M . H M 是个 Hilbert 空间，它的元素 
是 L 2 (R。 中的函数，且这个函数直到 M 阶（广义函数意义下的）偏导数均是 
L 2 ( K p ) 中的函数 .// m 中两个元索 u 和 r 的内积由下式 确定： 

( u y v)\f = ^ f D a uD Q vm ( dx ), (Jll.7.9) 

其中和 D Q v 分别表示 u 和 V 的 《 阶的广义函数意义下的异数，这个广 
义函数意义下的导数是 L 2 ( RP ) 中的元素（请同学补出证明的细节).由 Hilbert 


空间的连续线性泛函的 F.Riesz 表示定理， // m 上的连续线性泛函都具有以下 
形式: 

//m 3 u h g € H m . (11.7.10) 


假设 supp u C (a，b) p ，则当 Zj € (a, b ) (j = 1，…， p) 时， 


Kx)| = \ u ( xi r -, x p )\ - 


d v u 


dx \- - - dx p 


(rfx) 




d v u 


dx\ • • • dx.‘ 


^ (b - a ) p/2 


/: 


( dx ) 


d p u 


dxi … dx p 


m ( dx ) 


1/2 


({ b - a ) p /2 \ u\ Hp 
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由此， 

MN^(6-a) p/2 HH p+N . (11.7.11) 

故 H p + n 中的由 C75° 函数组成的 Cauchy 列必是 C 〃中的 Cauchy 列，所以 
H P+N C C n . 

由 （11.7.7) 和(11.7.11)，I是 H p + n 上的连续线性泛函.再由 /W 上的 
连续线性泛函的表示式 (11.7.10), 有 ge H p+/ v C C N , 对于一切 u € CS °, 

K u ) = (W9) p+n = Y 1 { D a u y D Q g) L 2 = (-l) ,Q：l (w,^ 2a 5) L 2. 

|otK P +N 

所以，我们有 

Z= E (- l) |a| /) 2a 歹. □ 

|a| 彡 P+W 

定理 11.7.5 设 G C 是个连通开集， Z € 的 p 个一阶偏导数 

Djl (j = 1, • • • ,p) 在 G 内恒等于零，则 i 在 G 内等于一个常数. 

注 R p 上的常数是个局部 n] •积函数，因而是个广义函数. 

我们要证明 的是： 对亍任何支集包含于 G 内的函数 u， 必有 

l ( u ) = c j um ( dx) y 

其中 c 是一个（不依赖于的）常数.为了证明这一点，我们需要以下三个引 
理： 

引理 11.7.2 设 6(x) € Cg°， 且 suppft C {x e R p : |x| < 1}，而 
J Irm(dx) = 1 . 对于任何 fc > 0,记 b k (x) = fc p 6(fcx), 则我们有 

VtxG C^l € (C 0 oo ) ， (^lirn(Z fc (u) = /(u)), 

其中 Ik - bk * l . 

注 1 由引理 8.6.3, 满足引理 11.7.2 中假设的函数 6(x) 是存在的. 

注2引理 11.7.2 的结论常叙述为收敛于 Z， 或叙述为弱•收敛于 
证由例11.7.9,卷积\ 有意义、 它是由下式定义的： 

Viz € C 0 °°(/fc ㈦三 ( b k * l )( u ) = ( u : b k * l ) = ( b k * u , l )^ (11.7.12) 

其中 b k ( y ) = 6 fc (— y). 由 §10.9 第 22 题的 （ vi)，lim 6 fc * u = ix , * 

k—*DO 

(11.7.12), 

lim l k { u ) = l ( u ). 

k—^oo 


□ 
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以下两个引理的证明比较简单，把它们作为习题留给同学了（见 §11.8 补充 
习题第33和34题). 

引理 11.7.3 设 6( x )6 C^me ( C 0 °°)，， 贝 ) J 

Dj(b * m ) = ( Djb ) *m b * Djm . 

引理 11.7.4 设 fe ( x ) e C §*°， 且 supp 6 C {x e : | x | < r }， 而 
me ( C 0 °°)，， 贝 ! J 

supp (6 * m ) C {x € R p : dist ( x , supp m ) < r }, 

其中 dist ( x,supp m ) = inf |x — yl . 

y€aupp m 

定理 11.7.5 的证明 b k 如引理 11.7.2 所述 • 由引理 11.7.3, 

Djlk = Dj(bk * /) = 6 a ： * Djl . 

由的定义 ， supp bk C {x e R p : | x | < 1/ fc }. 由定理 11.7.5 的假设， 
supp Djl C G c . 由引理 11.7.4, Vx € G k [ pM ^) = 0)， 其中 

Gfc = {x G G : dist ( x ,9 G ) > 1/ fc }. 

设 u € C 0 °°, 它的支集 S e supp u C G •因 G 是连通开集，不难证明（请同 
学补出证明的细节)，有 d > 0,使得 S 的任何两点可以被一条由有限个直线段 
组成的折线尸连起来，且折线与 3 G 的距离> rf .当 A : > 1/ rf 时，折线 P C 
因而，当 x e 尸时， ^^( x ) = 0. 由此， UP 上等于一个常数，故4在5上 
等于一个常数： 

l k ( u ) = J / fc ( x ) u ( x ) m ( rfx ) : Ck j um ( rfx ), 

其中 以 是一个不依赖亍 u 的常数.由引理 11.7.2, 上式左端当 — oo 是趋于 

Ku ), 因而右端也趋于一个极限.选 u 使得 | um ( dx ) ^ 0,便知 C/c 趋于一个极 
限 c ， 显然 c 不依赖于 u . □ 

定理 11.7.6 设 s 是个连续函数，它的广义函数意义下的导数也是 
连续函数，则不仅是广义函数意义下 g 的导数，也是经典意义下 s 的导数. 
证由引理11.7.2， 

Vue iim ^( u , g k ) = 

其中 = b k * g , b k 是引理 11.7.2 中所说的那个又因卷积与求导运算交 
换， O j9k = b k * •由 §10.9 第22题的 （ vi )， 在任何紧集 /C C R m 上，外和 
Djgk 分别一致地收敛于 g 和•由 Newton - Leibniz 公式， 
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其中 


让 fc 


oc . 


得到 


9 k{b) - g k (a) = J DjQki^dxj, 

x = (工 1，…， … ，工 m )， 
a = (工 l ，-..， 工 j 一 i ， a ， Xj + i ，. H ， a : m )， 

b = (xi,--- ,Xj-i,b, 

5(b)-5(a) = / D j g(x)dx j . 


故 D j 9 是 g 在经典意义下的导数. □ 

定义 11.7.10 广义函数 f 称为正的广义函数，若对 亍任何 非负的 u € Cf, 
必有 Z ( u ) > 0. 

例 11.7.13 对应于一个非负 L 1 函数/的广义函数 Z: 

l(u) = / fum(dx) 

JK.P 

是正的广义函数 . 

例 11.7.14 6(x-a) 是正的广义函数 . 

例 11.7.15 设 /x 是 R p 上的 Borel 测度，则如下定义的广义函数 h 

Z ⑷=/ un(d^) 

JKP 

是正的广义函数 . 

引理 11.7.5 设广义函数 Z 是正的广义函数，是 R m 的一个紧子集，则 
有一个常数 C ，使得 

Vu 6 ^supp u C K ==> |Z(u)| 彡 c max |u(x)| 

证 由推论 8.6.1, 有 P GCS° ， 使得以 F 两个条件 满足： 

⑴ Vx € K (p(x) = 1) ; 

(ii) VxeR m (0<p(x)<l). 

设 tx € C^° 且 supp w C /C ， 则 

tx(x) ^Plxj^maxj^y)!. 

0 l 是正的广义函数， l{u)^ max |?x(y)|Z(p). 同理 ， —max |tx(y)|i(p). it 
c = !( P )， 引理 11.7.5 的结论 ¥ 的不等式得证 . y □ 
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下面的定理给出了测度在广义函数中的 刻画: 
定理 11.7.7 任何正的广义函数都是 测度： 



其中 M 是 IT 1 上的测度. 

证 因 C 且 CS ° 在 C 0 中稠密，确切些说，对于任何 f £ Co , 有 
乃 e 使得 

suppfj C {x € R m : dist ( x , supp /) < 1}, 

且以下极限等式是一致收敛： 


Urn 厶 =/; 

j—^oo 

而且对于任何非负的/,还可要求/,也非负.注意到引理 11.7.5 的结沦中的 
不等式， CT 上的正线性 泛函/ 可唯一地扩张成 Co 上正线性泛函.由 Riesz - 
Kakutani 表示定理，这个线性泛函可表示成关于 R " 上某测度的积分. □ 

11.7.4 广义函数的 Fourier 变换 

因为函数的 Fourier 变换应用颇丰富，我们自然要 问： 能否引进广义函数的 
Fourier 变换概念？答案是肯定的.为了引进广义函数的 Fourier 变换的概念， 
先要引进缓增的广义函数的概念.为了引进缓增的广义函数的概念，我们需要将 
紧支集的无限次连续可微函数空间 CT 换成速降的无限次连续可微函数空间， 
后者定义 如下： 

定义 11.7.11 函数 u € ^( R ^) 称为速降的，假若 u 及其各阶导数 
在 jx | — 00 时比 M ' 1 的任何次幂都要快地趋于零，换言之，对于任何重指标 
aeJ ( J 表示重指标全体构成的集合）和任何自然数6,有 

lim | x | 6 D a u ( x ) = 0. 

|x|—oo 

全体速降的 C °°- 函数构成的集合记做&在 S 中引进如下的一组 范数： 对于任 
何重指标 a 和任何自然数 b , 

= x max | xj 6 | D a w ( x )|. 

易见, rz € 5 当且仅当每个 | n |6 ,a < oo . 函数列 un G 5 称为在 S 中趋于 ueS 
的，假若 

V 6 € N U {0 }Va € j( lim \u - u n \b,a = o'). 

\ n—♦oo / 
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函数列 e S 在 S 中趋于 u e S 时,我们用以下记法 表示: 


S - lim u n = 

n—♦oo 


赋予如上极限概念后的 <5 称为速降光滑函数空间 


易见， < S 相对于函数加法及数乘函数的运算构成一个线性空间. 

定义 11.7.12 速降光滑函数空间 S t 的连续线性泛函 Z 称为缓增的广 


义函数.换言之， Z 是映射 l : S ^ C , 且满足以下两个 条件: 


( i ) Va , b € CVw ，v e S (^ l(au + fw ) = al ( u ) + 6 Z ( v )) •; 


( ii ) S - lim u n = u ==> lim l ( u n ) = l ( u ). 

n—^oo n—♦oo 


全体缓增广义函数构成一个线性空间， id 做 S '. 
不难 看出： c 0 °° c \且对一切 u n ， uecs °， 我们有 


Co ° - lim u n = u => S - lim u n = u . 

由此我们 得到 ： y c (cs°y ， 换言之，缓增广义函数是广义函数. 

在引理 11.3.1 中我们引进了缓增光滑函数空间 C ^( R ; C ). 不难 证明： 
Cy ( R ; C ) cS \ 特别，/ €义,其中/表示在 R m 上恒等于1的函数 •■ /三 1. 

显然 ， S C L 1 . 故 L 1 中函数的 Fourier 变换的性质可以搬到5中的函数 
上来.我们愿意将 S 中的函数的 Fourier 变换的性质总结成如下的定理，它们 
的证明留给同学了. 

定理 11.7.8 设 u e 5, ii 的 Fourier 变换有以下 性质： 

( i ) 以 T a 表示平移算子: T a ti ( X ) = u(x - a ), 则 

TTaU = exp(-27ri《• q)Tu 而 T^u = T exp(27ria - x)u\ 

( ii ) TDjU = 之兀心九 而 DjTu = 

( iii ) Fourier 变换 7 与绕原点的旋转交换，也与反射 交换； 

( iv ) 设>1是 R n 上的一个可逆线性变换，记 u A {^) = u (4 x ), 则 

其中 S = ( A - 1 ) T (= A - 1 的转 置)； 

( v ) 设 ？ x e 和 v e « s ， 贝 ！ J tz * i ； e « s ， 且 

T[u *v)= Tu^v. 


以下这个定理的证明作为习题留给同学了. 

定理 11.7.9 设 u €又则它的 Fourier 变换 h € * S , 其中 
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Tu{i) = u{i) = 



u ( x ) exp (-27 rix . ^) m ( rfx ), 


而且 Fourier 变换 : F 是 S — S 的线性同构，另一方面， 


S - lira u n = u <=> S - lim Tu n = Tu . 

n—^oo n—♦oo 

现在我们可以定义缓增广义函数的 Fourier 变换了. 

定义 11.7.13 设 i W ， 则 i 的 Fourier 变换月定义 如下: 

yves^n) = (^vj)), 

换言之,；的 Fourier 变换是由下式确定的缓增广义函数： 


^/v e S (^Fl{v) = l{^v)y 

下面的定理包含了如上定义的缓增广义函数的 Fourier 变换所具有的简单 


性质，它的证明留作习题（参看 §11.8 的41题）由同学自行完成. 

定理 11.7.10 设/ e { S )\ 则我们有 

⑴满足定义 11.7.13 中等式的是存在且唯一确定的， Fourier 变换只是 
GS )' 到 0 S )/ 的线性 同构； 

( ii ) J ^ Ta / = exp (-27 ri 《. a ) 刃而 = T exp (27 ria • x ) Z ; 

( iii ) TDjl = 2 ttA 刃而 D^l = - T 2 mxjl ; 

( iv ) Fourier 变换 7 与绕原点的旋转交换，也与反射交换； 

( v ) 设4是 R n 上的一个可逆的线性变换，广义函数 “( x ) = l ( Ax ) 定义 


为 


则 


其中 

定理 11.7.11 


Vt； e «s((v，z>o = - 1 "))， 


n A = 


| deti 4| 




在上恒等于 1 的缓增广义函数记为1，它的的 Fourier 


变换恰是 Dirac 的 (5 函数: 


⑴= 5 . 


为了证明这条定理，我们先引进两条引理. 

引理 11.7.6 设广义函数 f € ( cg°y 和无穷次连续可微函数 f ec °° 满 
足关系式 ： f 1 = 0 ,则在开集 G = { x € R m :/( x )^0} 上广义函数 Z = 0. 

证设 u e C °° 的支集包含在 G 内.令 
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( v J ^( x )//( x ), 若 x € G , 

v ( x ) — < 

1 0， 若 " G . 

可以 证明 ： w € C °° 且 Vx e R m ( u ( x ) = t ;( x )/( x ))( 请同学补出证明的 细节: 
关键是在任何点 xedG 处的无限多次连续可微性).因此，我们有 

( u , I) = (vf, l) = (v, f 1) = 0. □ 

引理 11.7.7 我们有 

[ 0, 若 |«| < I凡 

= j 0, 若 l« 卜 |/3 |， ct 樣 

[ (- l )' Q | aW , « a =/3. 

.证设 ue Cf , 我们有 

(u,x (3 D a S) = (x D a S) = (一 l ) | a | ( D a ( x ^)，(5). 

当 | a | < I 列或 | a | = I 列 ， a / /3 时, (D Q (x 0 u),S) = D a ( x 〜) (0) = 0 •当 
a = 0 时， (D a (x^u) 1 S) = a ! t /(0). 这正好是引理要证的 公式. 口 

定理 11.7.11 的证明 记 d = 77, 其中/表示恒等于1的函数所代表的 
广义函数.根据定理 11.7.10 的 （ ii ), 对一切 j = 我们有 

參 

ijd = = 一点 / 7^/ = o. 

由引理 11.7.6, 我们得到 supp d C {0}. 根据定理 11.7.3, d 应具有以下形式： 

d = CfxD a 8. 

\ ol\^N 

因= 0对一切 j = 成立,所以，对一切重指标/3,只要|/3| > 0,便 

有 

x 0 d= ^2 = 0. 

\otKN 

另一方面，根据引理 11.7.7， 

x^d= c <x x 0 D a 6 = c^l)' 0] 0\6 + Y, Ca(—l) l/3| /3!D a-/3 (5. 

a>(3 

由此 可见： 对一切问 > 0 的久 都有 C/3 = 0,换 言之， d = Co 5. 剩下要证明的 
是 co = 1. 由引理 11.2.2 中的公式 (11.2.6), 我们有= e - 7 ^ 2 . 按缓 
增广义函数的 Fourier 变换的定义，我们有 
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厂 tt | x | 


, l ) = ( e -^ 2 ) c 0 (5)= co . 


由引理 11.2.2 中的公式（11.2.5)，我们知道： ( e '^, l ) = J e -^ m ( dx ) = 
1•故 Co = 1. □ 

定理 11.7.12 我们有 Fourier 变换7在速降函数空间 S 和缓增广义函 
数空间义上的反演公式 如下： 

( i ) Fourier 变换分是速降函数空间 S 到自身的双射，它的逆映射由以下公 
式 表示： 对一切 v ^ S ,^ 

v ( x ) = J Tv ( i ) e 2 ^ m ( d ^). 

( ii ) Fourier 变换 7 是缓增广义函数空间 ^ 到自身的双射，它的逆映射由 
以下公式 表示： 只- 1 =7 oS ， 其中 S 表示例 11.7.8 中的中心反射算子. 

证⑴根据定理 11.7.10 的 （ ii ), 对于任何 Z € 5', 有 

T^l = T exp(27ria - x)/. 


‘一冗 | X |. 


m(dx)= 


以 / 三 1 代入上式，由定理11.7.11，有 


T exp(27ria - x) = 5(x — a). 

根据 Z e 5,的 Fourier 变换的定义(定义 11.7.13): 

VveS(^(v y n) = (^v } l)), 


我们有 


€ S(^(v,S(x - a)) = (v,!F exp(27ria . x)) = (Tv, exp(27ria - x))) 


换言之， 

v ( a ) = J ^?;( x ) exp (27 ria - x ) m ( rfx ). 

( i ) 证毕 • 

( ii ) 由⑴，我们得到在 S 上的算子恒等式； ^ 1 = J ^ oS , 等价地，在5上有 
算子恒等式 ^ oSo ^= id 5, 右端表示 S 上的恒等映射.因而，对于任何 ue 5 
和任何 i € 


(? 1 , 1) = (^oSoj^uj) = {Soj^u.n) = {Tu, son) = {u : ToSon). 

这就证明了 Z = : FoSon 对一切 h V 成立,换言之，在义上，只 oS 和 So 只 
分别是7的左逆和右逆.因 S 与 JT 交换， （ ii ) 证毕. 口 



•§11.7 补充教材二：广义函数的初步介绍 105 


注本定理的证明只用了广义函数的简单性质.在 §11.5 的第12题中的 
方法基本上是属于19世纪的，它们用到了 Dirichlet 核及其估计.这个方法的思 
路比较朴素.广义函数理论属于20世纪，它用到了连续线性泛函这个较抽象的 
概念.对两个世纪的两种方法进行比较是颇有趣味的. 


11.7.5 广义函数在偏微分方程理论上的应用 

作为广义函数的一个应用，我们来讨论它在 Poisson 方程的求解问题和 
Laplace 方程的解的光滑性的证明上的应用.所得结果对一般的常系数椭關型 
偏微分方程也适用.为了简争起见，我们只限制在 Laplace 方程和 Poisson 方程 
上讨论.先引进 Laplace 算子 △ 的基本解. Laplace 算子△的基本解是 — R 
的如下定义的 映射： 

{ -( jfMndx ]), 若 p = 2， 

[{ p -2 V P _ i ]- 1 | x | 2 - p , 若 p >2, 

其中叫表示 / b 维单位球面的面积(参看 §10.9 第11题的 ( iii )), 不难看出，这 
甲.的 （7 和 §10.9 第28题的 S 只差个常数倍，作为局部可积函数，它是广义函 
数.易见， | x | = | y | => G ( x ) = G ( y ). 

定理 11.7.13 在广义函数的求导的意义足我们有 

-AG = 5( x ). 

证为了讨论方便，在下面的讨论中我们假定 p ^ 3, p = 2时的证明请同 
学 S 行补出.设0 € C 0 °°， 根据广义函数 求导的 定义（参看例 11.7.6)： 

(0, DiG) = 一 (Di0 ， G )， 

我们有 

(么 AG) = 乞 ( 4 > ，咖 = -^(^0,0,0 = f (Ak,G) = (A0,G). 

i=l i=l *=1 

定理的结论就是以下的 等式： 

f (△少 )( x ) G ( x ) m ( dx ) = -0(0). (11.7.13) 

JYO> 

现在我们来证明这个等式.因 G G Ll c ( R p ), 我们有 GA ( f>e LKRP )， 故 


/ ( A ^)( x ) G ( x ) m ( dx ) = 

JYK.P 


lim [ ( A <^>)( x ) G ( x ) m ( dx ). 

r ^ 0 + y|x|>r 
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通过简单计算，我们有 


Vx #0( AG ( x ) = 0). 


因珍是紧支集的，故有 > 0 使得 0 的支集包含在集合 {x € R p .• |x| 彡 ft} 
中，再由 §10.9 第 27 题中的 Green 公式，我们有 

(A0)(x)G(x)m(dx) = f (A^)(x)G(x)m(dx) 

lx|>r Jr^\x\^R 

(V0)(x) - nG(x)m(d(r) — f (VG)(x) - n0(x)m(d(r), 

|x|=r Jlxl=r 

其中 n 和如分别表示区域 {x € R p : r ^ |x| ^ fl} 在球面 {x G R p : 
|x| = r} 上的单位外法向童（也就是向着原点的单位向量）和面积微元 . 易见， 
(▽G) ㈨ 故 

(▽G)(x). ti(f)(x)m(da) = - f 4>(ru)du ， 

|x|= r J9P- 1 

其中 do; 分别表示 （p - 1) 维单位球面 S^ 1 = {x€R p :|x| = l} 的面积微元 . 
因为 


(▽G)(x) • n0(x)m(dcr) + <p(0) 


|xl 


W_ 


(▽G)(x) • n( 沴 (x) — (t>{0))m(da) 


< / (VG)(x) - n|0(x) - (t>(0)\m{da) : 

|x|=r 


故 




w 


(▽G)(x) • n(p(x)m(da) 


= 一沴⑼ • 


(11.7.14) 


另一 方面 , 


f (V0)(x) - nG(x)m(da) 


f (V0)(x) • nm(da) 

7|x|=r 

1 

l 



^[(p~2K_ 1 ]- 1 r 


sp- 


(▽0)(ra;) • ujm(du) 


lim I (V0)(x) - nG(x)m(cUT) 

|x|=r 


(11.7.15) 
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将 （11.7.14) 与 (11.7.15) 结合起来便得 （11.7.13). □ 

定理 11.7.14 设/ e L l ( R p ), P 彡2,且/是紧支 集的. 函数 ix : R p — 
C 定义 如下： 

乜 ( x ) = / G ( x - y )/( y —( 办)， 

JKP 

则我们有 

tx e lL(r p ), 

且 

- Arz = :/ (在广义函数的意义下). 

证记 Bfl = {x € R p : | x | <丑}.选取 H 充分大，使得函数/的支集包 
含在中.按 u 的定义， 

w ( x )= / G(x - y )/( y ) m ( dy ) = (G * /)( x ). 

Jrp 


对于任何 r > 0,我们有 


\ u ( x )\ m { dx ) ^ / 

Jq 


[ | G ( x - y )/( y )| m { dy ) m ( dx ) 
_ • 




| G(x — y )| m ( dx ) |/( y )| m ( dy ) 




| G ( x )| m ( dx ) |/( y )| m ( dy ) 


< oo . 


这就证明了 u e L } oc ( R p ). 再利用卷积与求导运算的交换性和定理11.7.13,在 
广义函数的意义下我们有 


= - [( AG ) * /]( x ) = (5 * /)( x ) = /( x ). □ 

注事实上，定理 11.7.13 和定理 11.7.14 的叙述和证明只是 §10.9 第28 
题的叙述和证明用广义函数语言的复述.为了方便同学，我们还是把证明用广义 
函数的语言叙述了出来.从这里我们看到这样一个事实 ： Laurent Schwartz 的 
广义函数理论的确（只）是对广义函数诞生前一些零散的广义函数数学知识的 
综合和提炼.这个综合和提炼使得广义函数诞生前的数学变得更为清晰，它也帮 
助我们容易看出用广义函数前的数学较难看出的一些结果. 
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推论 11.7.1 设/是 R p (p > 2) 上的一个具有紧支集的 C °° 函数，则定 
理 11.7.14 中的 

u ( x ) = f G(x - y )/( y ) m ( dy ) 

Jhp 

是一个 C oo 函数 

证易见 u ( x ) 有以下表达式 

u { x )= \ G ( y)/(x - y ) m ( dy ). 

JRP 

因此， 

ujx+^h)^^ = r G(y) /(x + Ah 二 y_) 二 ( 办 ) 

入 7 rp a 

不难看出，当 a 充分小时， / y )_/( x — y ). 的支集包含在一个固定的 
紧集 A ■内，且在 K 上一致有界.因 G ( y ) 在 K 上可积，由 Lcbesgue 控制收敛 
定理得到，当 A — 0时， 中 ( x ^ 有 极限： 

D h u ( x ) = lini U ( X + A )) _ ’( X ) = / G ( y ) D h /( x ) rn ( dy ). 

A — 0 入 Jkp 

这就证明了 u 在 R p 上是处处可微的.特别， U 在 RP 上是处处连续的.用归纳 
原理， u 在 R p 上是处处无穷多次连续可微的： tx € C °°. □ 

推论 11.7.2 设/是 (p > 2) 上的一个具有紧支集的球对称的（尸° 
函数，换言之， /( x ) = 5 ( 1x1 ), g 是一个支集包含在某有界闭区间内的一元 
函数，则定理 11.7.14 中的 

u ( x ) = / G(x - y )/( y ) m ( dy ) 

Jkp 

是-•个球对称的函数. 

证推论 11.7.1 已证明了 tx 在 RP 上是处处无穷多次连续可微的.下面 
证明 u 的球对称性. 

设尺表示 R p 上的一个（绕原点的）一个旋转，因 G 和/都是旋转不变 
的，我们有 
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= f G(y)/(x 〜 y ) m ( dy ) 

Jnp 

G ( 1 Zy ) f ( n (^- y)jm(dy) 

=J G ( TZz ) f ( TZx . — z)m(dz) = u ( TZx ). 


这就证明了 u 是一个球对称的 C7°° 函数. 口 

下面的定理告诉 我们： 满足 Laplace 方程的广义函数必是无穷次连续可微 
的函数. 


定理 11.7.15 设 D c R p 是开集， f 是 D 上的一个满足 Laplace 方程 
△ / / = 0的广义函数，贝 U /是 jD 中的一个 C°° 调和函数. 

为了证明这个定理，我们需要下面的 引理： 


引理 11.7.8 设/是 R p (p > 2) 上的一个支集在 B« = {x € R p : |x| ^ 
R } 内的球对称的 C°° 函数，换言之， /(x) = 5 (|x|), g 是一元 C°° 函数，且 
|x| ^ ft =» f ( x ) = 0,我们还假设 


J /(x)m(dx) = 0， J |x| 2_p /(x)m(dx) = 0. 

(11.7.16) 

记 

/i(x) = -u(x) : - f G(x - y)/(y)m(dy), 

JRP 

(11.7.17) 

其中 

G(x) = [( P -2)u; p . 1 ]- 1 |x| 2 - p , 


则我们有 

supp /i C {x G R p : |x| $ R} 且 △/! = /• 



证由定理 11.7.14, △ /i = /.剩 F 要证明的是以下的命题: supp h C {xe 
R p : |x| < R }. 

利用球坐标， Poisson 方程 A/i 二 / 可以写成（请同学自行验 证)： 



其中 q 的自变量是 r， (/和 g" 是相对于 r 求的导数.对上式两端乘以我 
们得到 

(r p_ V/ = ff(r)r p 一 1 . (11.7.18) 
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由 (11.7.16) 中的第二个条件和/ I 的定义 (11.7.17), 我们有 h (0) = q {0) = 0, 
对方程 (11.7.18) 两端求积分，有 

r p " l q ( r ) = jT ，- 1 g ( s ) ds . (11.7.19) 

因/的支集在百内，上式的右端的积分在 r > i ? 时， 

f r s p - 1 g { s)ds 
Jo 

最后的等号用到了 (11.7.16) 中的第一个条件.由上式便得到 Vr > R { q \ r ) = 
0). 方程 (11.7.19) 还告诉我们 ^( O ) = 0. 由方程 (11.7.19), 我们得到（注 
意： g ⑼= 0) 

s p ^ 1 g ( s ) ds S jdt . (11.7.20) 

对右端的积分作分部积分，注意到 Vr 彡 R (^ q f ( r ) = 0) 及 9 '⑼= 0,当 r > 

时,我们有 

9( r ) = 

铋后的等号用到了 （11.7.16) 中的第二个 条件. 这样就证明了 supp /I C {x € 
R p : | x | ^ R }. □ 

定理 11.7.15 的证明我们将用引理 11.7.2 的方法让一串 C °° 函数去逼 
近幵集 D 中定义的满足 Laplace 方程的广义函数为了方便，下面的讨论限 
制在 p > 2的情形.设 b 是个球对称的 C °° 函数 ， supp 6 C {x e R p : | x | < 1}, 
并满足以下三个 条件： 

supp 6 C {x 6 R p : | x | ^ 1}, J 6( x ) m ( dx ) = 1 ， J | x | 2_ p 6( x ) m ( dx ) = 0. 

(11.7.21) 

令 b k ( x ) = k p b ( kx ). 显然， h 满足以下三个 条件： 


P-2 


tg ( t)dt = 


(P 一 2 Vp-i J\x\^r 


| x | 2_ p /( x ) m ( dx ) = 0. 



J[xK- 


/( x ) m ( dx ) 




( dx ) = 0, 


supp 6 fc C { xER p : | x |^ l / fc }, J 6 fc ( x ) m ( dx ) = l , J | x | 2 " p 6 fc ( x ) m ( dx ) =0. 

(11.7.21)， 

记认 ={x € D : mf D | x - y |> 1/ fe }, 其中表示 D 的（拓扑）边界.对于 
任何 x e Dfc ， 定义 y 

4( x )= (6“ x - y )" y ). 
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这里， Z y 表示以 y 为自变量的 D 上的广义函数，作为 y 的函数 &/ c(x - y ) 的支 
集是完全包含在 D 内的.作为 y 的函数 6； e(x - y ) - 6 g (x - y ) 的支集是包含在 
以 x 为球心半径为 it 的球内的，其中= max ( l / fc ， l / 9 ) .由 （11.7.21/, 函数 
h ( x - y ) -\( x - y ) 满足引理 11.7.8 中的条件 (11.7.16). 根据推论 11.7.1, 推 
论 11.7.2 和引理11.7.8,我们有一个以 x 为球心的球对称的 C °° 函数&使得 

supp h C {x G R p : ] x | ^ R} A y h{y) = b k {x - y ) - 6 g ( x - y ). 

所以 

f fc ( x ) - G ( x ) = ( fefc(x 一 y ) - \(x - y )， Z y ) 

=(A/M) = (/i ， AZ) =0， 

其中最后一个等号用到了广义函数 / 满足 Laplace 方程的假设.由此我们得到 
以下结果： 


Vx € D ( max ( l // c y 1/ p ) < m => lk ( x ) = Z g ( x ) j . 


因此，在 £) 的任何紧子集中，当 fc 充分大时，不再依赖于 fc . 由引理11.7.2, 
c°° 函数“是收敛于 z 的.这就证 明了： z e c°°(D). □ 

注这个对于 Laplace 方程的解适用的结论对于其他的偏微分方程的解未 
必适用.以下的波方程 

dx 2 dy 2 

有下述形式的解 


f (工， V ) = u(x 一 y ) + v(x + y ), 


其中 u 和是两个任意的二次可微的函数（请同学自行补出证明的细节).只要 
让 u 和〃 不是三次可微的，/将不是无穷次可微的了. 


§11.8 补充习题 

1. 试问： 以下几个度量空间中哪些是局部紧的？哪些不是局部紧的？ 

( i ) ( R n , p )： 对于 R / 1 中的任何两个点 y = (yu …， y n ), 

它们之间的距离是 p ( x , y ) = 

( ii ) ( Co ( M )， p ): 其中 M 是局部紧空间， Co ( M ) 表示 M 上具有紧支集的 
实值连续函数全体.而对于任何两个 f , g e C [ X ), 它们之间的距离是 
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p ( f , g ) = max \ f { x ) - g ( x )\. 

( iii ) 离散度量空间. 

2. 设 M 是局部紧空间 . Z 是 C 0 ( Af ) 上的一个正线性泛函 ，/ : 1 表示 M 
上具有紧支集的连续函数构成的相对于范数 | . | z 的 Cauchy 列全体.证 明：若 
/ = ({cn}] € 乙 1 和 3 = [{ d n }} € O 均一致 有界： 

3L € RVx G A/Vn e N^max(|cn(i)|,|dn(x)|) ^ L^, 

则 { Cndn } 在 i - 范数意义下是 Cauchy 列. 

3. 记号同题 2 .若/ = [{cn}] €乙 1 和 g = [{d n }} E C l 均一致有界，则 
{Cnd n } 在 Z - 范数意义下是 Cauchy 列. 定义切= [{〜&}]• 证明 :/ S = [{Cnd n }) 
不依赖于代表（有界 Cauchy 列) {Cn} 和 {dn} 的选择. 

4. 记号同题 2. 证明：/彡0, => fg ^ 0. 

5. 记号同题 2. 证明： 

V / G Z ： 1 ( f - lim / 6 = / |. 

I 6—»oo j 

6 . 设 M 是 W 部紧的度最空间， Oi 和0 2 是 M 的开集，巧 C 0 2 ,且 G 
是紧集，试 证：有 M 上的连续实值函数 s 满足以下三 条件： 

⑴ VxeOi ( p ( x ) = l ); 

( iii ) supp g C O n + i . 

7 . 设 M 是局部紧的度量空间， GCM 是个开集，它的闭包 G 是紧集.给 
了 C 0 ( M ) 上的正线性泛函 Z . 试证： V ( G ) < oo , 其中 V ( C ) 表示对应于正线性 
泛函/的 G 的体积. 

8. 试证：度量空间中的任何 Cauchy 列都有速敛子列.‘ 

9. 设 M 是紧度量空间. 

( i ) 乂设 K C M 是个紧集. 试证: 有函数/ € Co ( M ), 使得 Vz € ^(/( x ) = 

! )- 

( ii ) 又设 Z 是 Co ( M ) 上的一个正线性泛函， / i 是由 ^ 产生的测度， S 是个 
闭包为紧集的 M 的子集. 试证： / i *(5)< oo . 

( iii ) 又设 Z 是 Co { M ) 上的一个正线性泛函， / i 是由 Z 产生的测度 ， KCM 
是个紧集. 试证： fi ( K ) < oo . 





10 .设 M 是紧度量空间， Z 是 Co ( M ) 上的一个正线性泛函， {Cn fc } 和 {Cm k } 
是 Co ( M ) 关于范数的 Cauchy 列 {〜} 的两个速敛子列， 试证： 


= {：： 


lim Cn k (x) = lim Cm k ( x ), a . e .. 

k—*oo k—*oo 

11. 我们愿意先引进一个（以前也曾提及过的） 概念： 

定义 11.8.1 局部紧度量空间 A / 称为 (7- 紧空间，若 M = ^ ，其中 
(n = 1, 2. • • •) 是有限个或可数个 紧集. 

⑴ 试证： 局部紧度量空间 M 为 a - 紧空间的充分必要条 件是： M = \ JO ny 
其中 On 是开集，且是紧集. n 

( ii ) 试问： 

( a ) 欧氏空间 R n 是 a - 紧空间吗？ 

( b ) 赋予离散度量后的 R 是 a - 紧空间吗？所谓离散度量是指如下定义的 
度量： 

/ 0，若 x = y ， 

P{^,y) = \ 

{ h 若: r / y . 

12. 试证： 

( i ) 若局部紧度景空间 M 为 a - 紧空间，则 M = 0 ，其中是开集, 
On C On ^ U 且每个 On 是紧集. 

( ii ) 设 M 是局部紧度量空间，幻 C /G C … C / C n C …是 M 的一串单 
调递增的紧子集，则有 M 的一串单调递增的开子集 C 0 2 C • • • C On C …， 
使得 

( a ) 每个是 紧的； 

( b ) 对于每个自然数 n , W On C O n + i ； 

( c ) 对于每个自然数 n , 有 C O n . 

13. 设 /， g € C \ 试证 ： f ^9 <=> f { x ) < g ( x ), a . e .. 

14. 证明： Jordan 分解定理（定理 11.6.15) 的证明中构造的分解是最小的. 

15. 用 Jordan 分解定理中的记号，记⑷= Z + + T . 试证： 

( i ) V / 6 Co (/ ^ 0 =» |/|(/) = snp^f 1( h )) ; 

( ii ) |/ i +/2|$|/ i | + |/ 2 |. ° 

16. 试 证：例 11.7.1 中定义的线性泛函 G 满足广义函数定义 11.7.2 中的 
条件⑻. 
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17. 试证 •.例 U .7.2 中定义的线性泛函 J 有意义且满足广义函数定义 11.7.2 
中的条件 （ ii ). 

18. 假设函数0是 R 上的逐段光滑函数，换言之，有 R 上的可数（或有限) 
个点： 

…< < Xr < …， lim Xu = 土 oo , 

U —±oo 

在每个开区间 [ x ^ ux v ) 上函数 0 是无穷次连续可微的，在每点‘处，函数 
0 的各阶导数有第一类型间断点，换言之，函数0的各阶导数在间断点〜处 
有左右极限.以表示函数0的 p 阶导数在间断点0^ 处的跳跃. • < p) = 
+ 0) - e ^( Xl / -0). 装示 e 的广义函数意义下的导数， 

而表示0在开区间上的寻常函数意义下的一阶 
到 n 阶的导数，它们在间断点处无定义.它们是局部可积函数，因而是广义 
函数. 试证： 


其中 S l / ( x ) = S ( x - x l / ). 试求出 0 ( p ) 的表 达式. 

19.设 K 是平面 R 2 中的一个闭区域，并设 K 的边界 dv 是个平面 R 2 中 
的一个无限次连续可微的曲线.假设/是个在 K 上无穷次连续可微函数，但/ 
在上恒等于零 . /的通常意义下的导数丨/^/1在沒 K 上有第一类型的间断， 
换言之， [ D p f ] 有从 V 内趋向于上的极限和从 V 外趋向于上的极限， 
但两者未必相等. 

⑴试证：对于任何 c G Co °°( R 2 ), 我们有 


( c - §£) =- L /(x)c(x)dia+ Jj v ^ c(x)dxidi2 


上式右端的曲线积分也可写成 


/( x ) c ( x ) dx2 = - / /( x ) c ( x ) cos 0 idA , 


其中 A 表示的外法向量与 an 轴之间的夹角. 

注我们 发现： 平面上的 Green 公式只是对间断函数的广义函数意义下 
的导数的一种表示. 

⑻ 试证： 对于任何 c € Cg °( R 2 ), 我们有 


C ，△/) = 


^t dX 


fv 


dX + j j [ Af ] c ( x ) dxidx ： 
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式中的 f 表示在的点处关于的外法向导数， 例如： 
dv 

dc dc 

1=1 

其中氏表示外法向量与 Oa 轴之间的夹角. 

注我们 发现： 平面上的 Green 恒等式只是对间断函数的广义函数意义 
下的作用 Laplace 算子后的结果的一种表示. 

( iii ) 试将 （ i ) 和 （ ii ) 的结果推广到 n 维空间 R n 上去. 

20.⑴设 z 是个复数. 试证： 以下式定义的泛函 Pf . xn (0tCo) 是个广义函 
数： 对于任何 uecr , 

( w , Pf . x 2 l ( ㈣ )= Pf . / x £ u ( x ) m ( dx ) 


= / x 、( a ;) m ( d : c )+ u ^+ 1 /( 0 )^ + 


U ik ) (0) £ Z+k+1 
k\ z + k+l 


e — o + 


2 + 1 


z+2 


其中 / c 是满足不等式 k > -2 —汾 z 的最小的非负整数.当> -1 时， 
Pf . X ^ l ( 0, oc ) = ^ l (0tOO ). Z 等于某个负整数时，以上公式在作了如下约定后 
仍然有效： e a /0 = In e . 

^ 提示： 将积分区间 （0, oo ) 拆成两段:(0, oo ) = (0, 1) U 丨1,00)，然后对区间 
(0,1) 上的积分种的函数 u 使用在0点处的 Taylor 展幵公式，我们得到 


x z u(x)m(dx) = / x z u(x)m(dx) 


x z u(x)m(dx) 


=乂 1 如麵 + - + ^ + 吳昏叫响 


x z u(x)m(dx) 


-…十⑼ 


+ A + 1 


少) (0) 


Z + fc-»-l 


k\ z + k + l 


1 u (fc+1) (0 

IkTTy 


. z + fc+i 


m[dx) + A x z u(x)m(dx). 


这样我们得到了泛函 pf.xn (0tOO) 定义中表达式的另一表示 方式: 
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广 oo p.*+l p«H-2 

lim / x z u(x)m(dx)+u(0) —— -+u 7 (0) -- 

0 + / 2+1 2 + 2 




U W (0) £ 


z + fc +1 


fc! z + k + 1 


u(0) 7TT 4 - u ，(0) 7?2 + ••• + U z + l+i 
+ lim^ J ，灸 + fc " fl m(dx) + J x z u(x)m(dx). 


注 Pf.y rr 2 u(a:)m(dx) 称为发散积分 y :r z u (: r)m(d:r ) 的 Hadamard 

有限部分 . 广义函数 Pf.xn^oo) 称为对应于（在点 0 处不可积的）函数 xn (0>oo) 
的拟函数 （pseudo function). 

(ii) 试模仿⑴中的方法给出广义函数 Pf.x 2 l 卜的定义 . 

21. 设 …= (6ii ， (Ji2 ， ... ， 5i n ) ， 试证： 


Vtx€ C 0 °°V/ € (Co^r (u,A/)= lim u, 二 ^ 


( 符号的涵义参看例 11.7.7.) 

22. 我们知道 In |x| G L/ oc (R), ln|x| 可看成广义 函数： 

V-u 6 ln|x|) = f ix(x) In |x|m(dx)). 


问： dln\x\ =? 
dx 


提示：对于 uecs° 


rfln \x 


(-u\\n |x|) = — J u(x)ln \x\m(dx) 


=—lim^ I J u {x)\n\x\m(dx) + J u'{x) In \x\m(dx) 

lim + |^u(—e) —u(e)j \ne- J u(x)~m(dx)—J u(x)~m(dx) 


23 . 对于 f e N, 试求 (5“）=? 



24. 若 2 《 {0, -1， -2, …， 一 n , • • •}，试证: 


£ Pf.(^l (0 ,oo)) =Pf.(W- …。，㈣). 

_ ■ 

25. ( i ) 若 Z €{0，1，2, …， n ，...}， 试证： 

£ Pf . pv -)) =Pf -(?TrVoc)j+(-i) I ^ r 

( ii ) 问 ： f € {0， l ,2,...， n ,...} 时， 

^[ pfYii ( _ oo . 0) )]=? 


( iii ) 问： /€ 时， 


d 


，㈤ h 


其中 


Pf (i) = Pf -(? 1 (0.oc))+Pf.^l(-oc,0 ) y 

26. 试证如下定义的发散积分的有限部分是个广义函数：对于一切 w € 
(?i ， Pf.r m ) = Pi. j r m u(x)m(dx) 


=lim 

c —0+ 


u(x)m(dx) + ^ /^△ k u(0)i — — 


其中 


2 放- W(f + fc ) 


d 2 , d 2 


dx\ dx\ 


和以前一样，当 m + n 是非正偶数时， $ 应换为 

(提 示： 利用 §8.8 第12题的⑻和 §10.9 第27题的第二个 Green 恒等式) 
27. 试 证：当 m 是非正整数的复数时，我们有 


△ (Pf.r m ) = m(m + n- 2)Pf.r 


rn —2 
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28. 试证： 当 m + n = - 2/1 + 2,而 /I 是正偶数时，我们有 
A ( pf . r m ) = -2/ irnPf . r m - 2 + .. ( 2 - n 

v ’ 2 2h - l /iirff + /ij 


特别，当 n > 2时,我们有 


△ 


r n 


= —K n S 、 


其中 


K n = 


(n - 2)2( y ^ F ) 

r(n/2) 


当 n = 2 时，我们有 


AI In — = 一 2 丌< 5 _ 


29. 设 “ e (CS°y(R n ), h G ( C ^ HR ")， 试证： 对于任何 u € C ^°( R n ), 
我们有 

(Uy ll * Z 2 ) R n = (乜 ( X ! + X 2 ), “ ® , 2 ) • 

30. 假设 / € C °°, 而广义函数 /使得 // = 0. 试证： Z 在开集 {x G R n : 

/( x ) / 0} 上等于零. ， 

31•设 k (cS°(R n ))\ 试证： suppD.Zc supp /. 特别， 5 函数的各阶导数 
的支集皆是{0丨. , 

32. 设 h ( c 0 oc ( R n )) ， J 试求以下 卷积： 

(\)S*l =? 

(ii) 0^6 * I =? 

(iii) PVi*/=? 

33. 证明引理 11.7.3. 

34. 证明引理 11.7.4. 

35. 对于任何两个速降的函数 tx , t ; € 5,定义它们的距离 


d{u,v)= 


w - v\ bit 


2 6+ > a l 1 + |u — v\ bt , 


6 GN , o：€J 

其中 J 表示重指标全体，而对于任何重指标《和任何自然数 b ， 


\u\b,a = | x | b | D a u ( x )|. 


试证: 
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⑴距离 d ( u , v ) 满足度量空间的三角形不 等式； 

( ii ) 函数列 u n € S 在 S 中按定义 11.7.11 的意义下趋于的充分必 
要条 件是： 

lim d { un , u ) = 0; 

n—♦oc 

( iii ) (5, d ) 是完备度量空 间； 

( iv ) C 0 °° 在中 稠密. 

注根据本题的结果，速降（光滑）函数的空间 S 中的收敛概念可以用一 
个度量空间的收敛概念刻画，因而义中的元素恰是 S 上相对于 S 上的这个度 
量连续的线性泛函.应注意的是紧支集（光滑）函数的空间中的收敛概念 
是无法用一个度量空间的收敛概念刻画的，但 Cf 上可以引进一个拓扑，使得 
(cs°y 中的元素恰是相对于这个拓扑连续的上的线性泛函.本讲义不去讨 
论它的细节了. 

36. 试证： 缓增广义函数 I € 在 CS ° 上的限制是 Ct 上的连续线性 
泛函.不同的缓增广义函数 I e 夕在 CS ° 上的限制是 Cf 上不同的连续线 
性泛函.因而这个限制看成和未限制时的泛函是同一个东西，通常也记做 Z . 故 
S，C (Co 00 /. 

37. 试证：紧支集的广义函数是缓增广义函数. 

38. 设且有 n € N 使得 lim 1^1 = 0,试证： v 是缓增广 

IxHoo \ x\ n 

义函数. 

39. 证明定理 11.7.8. 

(提示:用引理11.2.3,引理 11.2.4, 引理 11.4.1 和命题 11.2.1 去证明定理 
11.7.8 的⑴ ,( ii ) 和 （ v ).( iii ) 和 （ iv ) 的证明由 Fourier 变换的定义出发可得 .） 

40. 证明定理 11.7.9. 

(提 示： 利用定理 11.7.8.) 

41. 给了线性算子 S :5-，5, S 的转置 S ' 是指 S — 5满足以下方程的线 
性 算子： 对于任何有 

J ( S , u )( x ) v ( x ) m ( dx ) = J u ( x )( Sv )( x ) m ( dx ). 


( i ) 试证： 

( a ) 假若 S ' 存在， S ' 是唯一确 定的； 

( b ) 假若 S ' 存在，则 S 〃 存在，且 S " = S ; 
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( c ) 假若 S ; 和 S ' 2 存在，则对于任何复数 a 和 MaSi + bS 2 )' 也存在，且 

(aSi -f 6S2 )/ = aSi + 6S2 ； 

⑷假若 si 和％ 存在，则 （ s 】 。 s 2 y 也存在，且 （ Si 。 s 2 )' = s ^ osi . 

( ii ) 试证以下的扩张定理 成立： 假设算子 s : 5 — < s 具有以下 性质： 

( a ) S :5-5 是连续线性 算子； 

( b ) S 的转置 S ' 存在且是5 -.5 的连续线性算子， 

则对于任何/ €义，有唯一的一个满足以 F 等式的广义函数 S Z : 

Vv €5(( S / t ;,/) = (^ S /)). 

(提 示： 模仿定理 11.7.2 的证明 •） 

( iii ) 证明定理 11.7.10. 

(提 示：利 用⑴和 （ ii ).) 

42. ⑴若 suppZ 是紧集，换言之， Z e ( C 00 ) 7 , 试证: 

77 = (exp(-27ri(^,x)),/^ = (: 二 ) _((《， x )' 0 ， 

n=0 

其中中间项和右端项中的泛函 (-, Z ) x 是作为 X 的函数构成的 C °° 空间上的泛 
函.右端的级数对一切^ € C n 收敛.由一个在整个 CT 上收敛的幂级数表示 
的函数称为 C n 上的整函数.本题的结论也可改述为：紧支集的广义函数/的 
Fourier 变换刃是 C " 上的整 函数.应注意 的是： 左端的刃是广义函数，而右 
端的级数是 C n 上的整函数，当然是 R n 上局部可积的函数.两端相等意味着 
左端的是一个由 R n 上局部可积的函数所代表的广义函数. 

( U ) 试求： 刊=?其中 (5 是多元的 Dirac (5 函数： 

( c ,<5) = c ( 0 ). 

( iii ) 试求： =? 

OXk 

( iv ) 试求： 刊 w =? 其中 W 是 (5 的平移 .•心 h) = T h 5, 换言之,对于任何 
c € C 0 °° ? 我们有 

( c ,5( h >) = c ( h ). 

43. 设 a > 0,在 R m 上定义广义正函数 6(\ x \ - a ) 如下： 对于任何 u € 
^( R 771 ), 

( w ，5(| x | - a ))= [ u ( x ) da y 

J!x|=a 
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其中 da 表示球面 {x : |x| = a} 上的面积微元.试求广义函数 6(\ x \ - a) 的 
Fourier 变换. 

44. 试证： 定理 11.7.3 中支集由原点一个点构成的广义函数的表达式 

I = CocD a S 

是唯一确定的.换言之，若 


cqd^s = o , 


则 

Va (| a | ^ N => c Q = 0). 

进一步阅读的参考文献 

以下文献中的有关章节可以作为 Fourier 级数和 Fourier 积分理论的进一 
步学习的参考： 

[2] 的第十章第9节中以不大的篇幅介绍了 Fourier 变换的基础理论. 

[14] 的第卄七章以不大的篇幅介绍了 Fourier •级数的基础理论. 

[15] 相当浓缩地介绍了调和分析理论，涉及部分较前沿的课题. 

[18] 的第五章以不大的篇幅介绍了 Fourier 变换的基础理论.第六章以不大 
的篇幅介绍了广义函数的基础理论.可读性很高. 

[21] 的第十九章介绍了广义函数与调和分析理论.可读性很高. 

[23] 的第九章非常简略地介绍了 Fourier 变换的基础理论. 

[27] 的第七章以不大的篇幅介绍了 Fourier 分析的基础理论，本讲义的第十 
一章参考了该书的第七章. 

[29] 的第十八章以不大的篇幅介绍了 Fourier 级数和 Fourier 积分的基础 
理论，顺便对广义函数做了简单介绍. 




第 12 章复分析初步 


复分析即复数域 c 上的微积分,它是一门内容极为丰富的数学分 
支.本章只对它作初步介绍，换言之，只介绍一个攻读数学的本科生所 
应有的关于复分析的常识. 

复数域 C 和二维实线性空间 R 2 之间有一个自然的 一一 对应 : C 3 
z = x + iy ^( x , y ) eR 2 . 这个自然的一一对应是复数域 C 和二维实 
线性空间 R 2 之间的同胚映射.从拓扑的角度看，复数域 C 和二维实 
线性空间 R 2 可以看成同一个东西.我们常常用 C = R 2 表示这个同 
胚映射.应该指出的是，这个自然的 一一 对应不仅是同胚映射，而且还 
是 C (看成二维实线性空间）和 R 2 之间的（实）线性同构.以后我们常 
利用这个（实）线性同构来考虑问题.例如，一个定义在复数域 C 的某 
幵集 f / 上的复自变量的一元函数，当把 D 看成 R 2 的子集时，也可看 
成 C / 上的实变量的二元函数. 

除非作出相反的申明，本章提到的 D 都是指复平面 C = R 2 上的 
一 个连通开集，简称为 区域. 

§12.1 两个微分算子和两个复值的一次微分形式 

设/是定义在 C = R 2 的某开集 C 7 上的复值函数， 

f { z ) = f [ x , y ) = u ( x , y ) + iv { x , y ), 

其中 u 和 i ; 是上的两个二元实值函数 ./ 是 C / 到 f(U) CC = R 2 
的映射.这个函数/称为可微的，假若这个 C 7 到 f(U) 的映射/是 
(二元实变量）可微的函数，换言之， t / 和均是（二元实变量）可微的. 
这时， 

df du . dv df du ,dv 
dx dx + 1 dx ’ dy dy + 1 dy 
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因为 z = x + iy , I = x — iy ， 故 tr = (z + z )/2, y = (z - z )/(2\). 
把 z 和: F 看成自变量后作（按复合函数求导的锁链法则形式的）求导 
运算，我们有 


d _ d dx d dy 
dz dx dz + dy dz 




和 


d _ d dx d dy 
dz dx dy dz 


d 

d~x 


+i i) 


由此，我们愿意（形式地）引进以下两个微分算子 
定义 12.1.1 形式微分算子 I 和 I 定义 如下: 

OZ OZ 


d 




和 


设 / = + iv ， 贝 lj 




类似地， 



若/和是两个可微函数，则不难看出 


n 


d 


(/ + 5 卜 ■ + 


% 


1 ( … 


% 


9 + f 


I 





124 第 12 幸复分析初步 


和 


U f9) = % g+f %- 

另外不难检验以下的 结果： 


& 92 

dz = l ^ ai = 0 - 

设 P ( z ) = ao + a\z + … + a n z n , 利用以上公式，我们有 

QP 

= ai+ 2 fl 2 ^ + …+ na n z n ~ l =： P ^ z ), 

右端的 P \ z ) 是我们按熟悉的多项式的导数公式计算得的 P ' k ) .又， 

8 P 


dz 


= o . 


以上的结论当多项式 p 换成有正收敛半径的幂级数时也是成 
立的: 

命题 12.1.1 设幂级数 P ( z ) = ao + a\z + • • • + a n z n + …的收 
敛半径大于零，则在收敛圆内，我们有 

QP 

= ai + 2 a 2 z H - h ua n z n ' 1 H - , 

右端的幂级数是我们按熟悉的实自变量幂级数的求导公式形式地计算 
得 到的； 另一方面，我们还有 

dP 


dz 


= 0 . 


它的证明留给同学作为习题（参看 §12.9 的第1题）自行完成. 
二维（实）线性空间 C = R 2 上的复值一次微分形式的一般形 

式是 

adx + bdy 、 

其中 a 和6是两个复值 函数. 因 2 = rr + iy ， z = x 我们愿意引 

进以下两个一次微分 形式： 

定义 12. h 2 引进两个（形式的）一次微分形式心和庇 如下： 

dz = + idy 和 dz = dx — idy . 


易见， 




§12.1 两个微分算子和两个复值的一次微分形式 125 


dx = -(dz + dz) y dy = —(dz - dz ) 

由此立即得到 

命题 12.1.2 —次微分形式有如下表 示式： 


adx + bdy = Adz + Bdz ^ 


其中 


,4= -( a - i 6) 和 




特别，若二元实变量的复值函数 / 是可微的，则复值函数 /( 看成. 
实变量的函数）的微分应是 

df = % dx + % dy = % dz + %舡. 


元 


上式右端似乎是把/看成为自变量2和5的函数后形式地求微分的 
结果.它的证明留给同学自行完成了（参看 §12.9 的第2题). 

设幂级数 P ⑷= a 0 + aiz + ••• + a n z n +…的收敛半径大于零， 
根据命题12.1.1，在收敛圆内我们有 


dP ( z ) = P \ z ) dz ) 

其中 P f { z ) = ai +2 a 2 z +…+ na ， 1 +…是对尸⑷(按实自变量幂 
级数的求导公式）形式求导的结果.作为这个结果的特例，我们有以下 
熟悉的公式： 


d Gxpz = exp zdz , d sin 2 = cos zdz , d cos z = — sin zdz . 

C = R 2 上的复值的 2 -形式具有如下 形式： 


cdx A dy 、 


其中 c 是复值函数. 

命题 12.1.3 我们有 


它的等价形式是 


dz Adz = —2 idx A dy . 
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dx A dy = -dz A dz . 

Sd 

特别，我们有 _ 

/y A 

d ( Adz ) = 0^ — = 0. 

它的证明留给同学自行完成了（参看 §12.9 的第3题). 

根据微分形式外积的性质，我们有 

dz Adz = 0, dz A dz = 0. 

按平面上的 Green 公式，我们得到以下对复分析十分重要的 结果: 
定理 12.1.1 (Cauchy 定理）设边界光滑的开区域 D 满足条件: 
P C t /， 其中 [/是 C 的开集，又设 1- 形式乂心在 f / 上有定义又连续 
可微,且在 C 7 上是闭的 1- 形式，换言之三0在 [/ 上成立，则 

/ Adz = 0, 

JdD 

其中回路积分/是沿着 3 D 的正向求积的 . 9 D 的正向是这样定义 

JdD 

的：当某人沿着 3 D 的正向行进时, D 应在他的左边. 


§12.2 全纯函数 

定义 12.2.1 定义在开区域 U CC = R 2 上的复值函数/ = 
u + iv 称为[/ 上的全纯函数，假若作为在 C / 上的二元实变量复值函数 
的/是连续可微的且在 C 7 上以下的恒等式 成立： 


注 U 上的全纯函数也称为 [/ 上的解析函数. 
根据以下容易检验的等式 


1(/ 土 p ) 


= 14 , 1 ^)= 4 ^ 


% 


d 

di 



9 ^ 0 , 
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我们得到以下结论:开集上两个全纯函数的和，差与积仍是全纯的; 
开集 f / 上两个全纯函数的商，当分母在开集 t / 中处处非零时,在[/上 
也是全纯的. 

由命题 12 . 1.2 和命题 12 . 1 . 3 , 我们得到 

命题 12.2.1 设£/是 C 上的开集.以下三个命题是等价的： 

⑴/在 [/ 上是全纯的. 

( ii ) 在 U id 卜 hdz 成立，换言之 ，当 d / 写成 心及必 的线性组 
合时 ，必 的系数为零.当然,等式 d / = / I 心中的 h 

oz 

( iii ) 在 f / 上 d{fdz) = 0成立，换言之，/心是闭形式. 

注由命题 12.2.1 的 （ iii ) 和 Cauchy 定理（定理12丄1)，若/在 
U 上全纯，则 

/ fdz = 0 , 

JdD 

其中 DCC / 实有光滑边界的区域. 

由此我们得到以下重要的 结果： 

定理 12.2.1( Cauchy-Riemann 方程）/ = w + iz ; 在 t / 上全纯 

的充分必要条件是： u 和 v 在 [/ 上是两个一次连续可微的二元实变函 

数，且满足下述偏微分方 程组： 

du dv du dv 
dx dy’ dy dx 

注这个偏微分方程组称为 Cauchy - Riemann 方程（组) . 

证只须将全纯条件^ = 0用实部和虚部的分量形式写出 

dz 

便得. □ 

映射 (x, y) ^ (u(x ， j/) ， v(x ， y)) 的 Jacobi 矩阵是 


Cauchy - Riemann 方程（定理 12.2.1) 告诉我们：这个 Jacobi 矩阵是个 
具有如下形式的实 矩阵： 


^^加^ 

cglaxcglcg 
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b 


du dv dv du 

a= di = ^ b = Hy 、 

若 a 2 + 6 2 # 0,则上述矩阵等于一个行列式大于零的正交矩阵（相当 
于平面上的旋转）的正数倍： 

a 一 b 


= \ A 2 + 6 2 




\/a? + b 2 \/a 2 + b 2 」 

一次连续可微的映射 (x,y) (?x(:c，y)，v(a:，y))& (到一次项的带 Peano 

余项的) Taylor 展开是 

u(x^h,y + k) 
v{x+h,y+k) 


_ 


a -b - 

1 ,. 

u(x ， y) ! 

+ y/d 2 +b 2 

Va 2 +b^ Va 2 +b 2 

b CL 


h 

咖 ? /) j 




k 



Va 2 +6 2 Va 2 +b 2 J 



+o(\//i 2 + fc 2 ). 


( 12 . 2 . 1 ) 

由此得到全纯映射的如下的刻画 •. 

命题 12.2.2 在 U 上的一次连续可微的二元实变量的复值函数 
f = u + iv 是全纯函数的充分必要条 件是： 

2 2 

(i ) 假若点 Or ， y ) et / 满足条件 (尝) +(■) #0,映射 

{x + h,y + k)^ (u{x + h f y + fc), v{x + h,y + k)) 


在点 (x，y) e f/ 附近（相对于两个无穷小量 h 和 fc ) 的一阶近似是一 
个以点（: r，y) 的像 (u{x,y),v(x,y)) 为中心的旋转和一个以点 （：r，y) 的 
像 HiyWrrj)) 为相似中心的相似映射（即放大缩小）和一个平移 

(" ， k) ㈠ （h 十 u(x, y)-x,k + v(x, y) - y) 


的复合.为了将以上这段话用数学的语言确切地表述出来，我们需要引 
进以下的 记号： 
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du _ dv 
dx dy 、 


dv _ du 
dx dy 


和四个分别以和 Z ) 表示的 R 2 — R 2 的仿射映射. • 


A : 



>—> 


4- 

n { x , y ) 


卜- 

V 


-V - 

丁 

v { x , y ) 

m m 


. y . 


(12.2.2) x 


B : 


• 一 

l 

» - 

a -6 



. v . 

Va 2 + 6 2 

. 6 a J 


V 


C : 


V 


y/a 2 + b 2 


V 


( 12 . 2 . 2) 2 


( 12 . 2 . 2) 3 


和 


D : 


_ _ 
^ 1 


■ 


X 

V 


V 


y 


(12.2.2)4 


我们要研究的是对应于一次连续可微的二元实变量的复值函数 / = 
u + b 的 R 2 — R 2 的映射（为了减少记号，这个映射仍以/表示） 

峨，" ） 




可以表示成如下形式：对于任何 




6 R 2 , 我们有 


( 12 . 2 . 2) 5 


V 


V 


AoBoCoD 


V 


D 


V 


右端的最后一项 oD 


V 


表示一个比无穷小向量 D 


(12.2.3) 


更高 


V 


阶的无穷小向量. 

( ii ) 假若点 ( x , y ) eU 满足条件 


( du \ 2 f 9 v \ 

[d^J + {di) 


0 , 


则 


du du dv dv 
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我们引进以下关于共形映射的概念. 

定义 12.2.2 定义在开区域 U CC = R 2 上的复值可微函数 

f = u + iv 称为在 C 7 上的共形映射，假设以下条件 满足： 

2 2 

( i ) 假若点 Met / 满足条件(尝) +( 芸) 一 0,映射 

(x + h,y + k ) ^ ( u(x + h,y + k ), v(x + h,y + k )) 

在点 ( x , y ) e U 附近（相对于两个无穷小量 / i 和 fc ) 的一阶近似是一 
个以点 （ x ， y ) 的像 ( u ( x , y ), v ( x , y )) 为中心的旋转和一个以点 （ a ：， y ) 的 
像为相似中心的相似映射（即放大缩小）和一个平移 

( h , k )^ (h + u ( x , y )- x,k + v { x , y ) - y ) 

的复合.换言之，方程 



成立，其中和/如方程 (12.2.2) i -5 所示 • 

( ii ) 假若点（: r , Wet / 满足条件 

⑵、⑵、 

则 

du du dv \ dv { \ n 

石 ") =0參石(以卜心卜 o - 
利用共形映射的概念，命题 12.2.2 可改述 如下： 

命题 12.2.2/ 在 U 上的一次连续可微的二元实变量的复值函 
数/ = 7/ +匕是上全纯函数的充分必要条件是：映射/ : ( x ， y) ㈠ 
( u ( x , y ), v ( x , y )) U 上是共形映射 • 

由于复合映射的导数是映射导数的复合，因而共形映射的复合仍 
共形.我们有以下的 推论： 

推论 12.2.1 假设/和 g 分别是定义在开集 C / 和 K 上的两个 
全纯函数，且 g ( V ) C U , 则复合函数/ 0 p 在 V 上全纯. 

假若共形映射的逆映射存在，则这个逆映射也共形.由反函数定 
理，我们得到以下的推论： 
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推论 12.2.2 假设/ = u + it ; 是定义在开集 t / 上的全纯函数， 
且在点 z = x + \y eJJ 处映射 / : ( x ， y ) h ( u (: r ， y )，?; (: r ， y )) 的 Jacobi 
行列式 


det 


du 

di 

dv 

dx 


du - 

dy 

dv 


#0, 


则 / = tx + h ; 在点 z = x + iy 的一个小邻域内的（局部）反函数在点 
f ( z ) 的某邻域内存在，且这个反函数在该邻域内也是全纯的. 

共形映射有时也称为保角映射，因为在共形映射下，如以下命题所 
示，任何两条光滑曲线的夹角是不变的： 


命题 12.2.3 假设共形映射 ( x , y ) ^ ( u ( a :， y )， t ;(: r ， j /)) 的 Jacobi 
行列式在点 ( x , y ) 处非零，则任两条相交于点 （: r ， y ) 处的光滑曲线在 
交点的 ( x t y ) 处的切线的夹角在映射下是不变的. 

证设（而⑷, yi ( t )) ( e = l ,2) 是平面 R 2 上的两条一次连续可微 
的曲线，且 x x (0) = x 2 ⑼， 2/1 (0) = y 2 ⑼和 ( x ；(0)) 2 + (綱 2 〆 0 _ 
(乓⑼) 2 +祕⑼) 2 .这两条曲线在点 ( xi (0), yi (0)) = ( x 2 ⑼， y 2 ⑼）处 
的切向量分别是 


x“0) 

J/U0) 


和 


4⑼ 

• ^(0). 


(12.2.4) 


在映射 （： r ， y ) h (u (工， y )， v ( rc ， y )) 下，上述两条曲线被映成以下两条 
曲线： 

(―⑴，扒(0)，啦(0, 队⑴ ))， i = 1,2. 

不难看出，它们在交点 


(乜 ( xi ⑼， yi ⑼)，⑼， 叭⑼)） = W 工 2⑼， 奶 ⑼)，+2⑼， 於⑼)) 

处的切向量应分别为 


'du 

du 




-du 

du " 



dx 

dy 


⑼ ' 

和 

dx 

dy 


4 ⑼ 

dv 

dx 

dv 

9 y _ 

t=o 

L ■ J 

dv 

dx 

dv 
dy J 

t=o 



(12.2.5) 
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因为 


a 2 + 6 2 




a 


. - t=i 


其中 


a= ^(^i(0),2/i(0)), 


b = 


a 2 + b 2 \/ a 2 + 6 2 


g(2：i ⑼，扒 (0)) 


矩阵 代表平面上的一个旋转，故 （12.2.4) 中 

. Va 2 + b 2 y / a 2 + b 2 . 

两个向量的夹角与 (12.2.5) 中两个向量的夹角相等. □ 

不难看出， Cauchy - Riemann 方程的一个等价的表述是：映射 ( x ， y ) 
^( u ( x , y ) 1 v ( x y y )) 的 Jacobi 矩阵 


具有如下 形式: 


a ~ •■ 


这个命题又可（等价地）表述为: Jacobi 矩阵满足以下的矩阵方程 

• du du ' ' du du ' 

dx dy dx dy (c 

dv dv dv dv ' ^ 

. ay 」 [dx dy ^ 

上述矩阵方程中的矩阵 


( 12 . 2 . 6 ) 



作为 R 2 到自身的线性映射的涵义是这样的：我们知道， R 2 和 C 之间 
有一个自然的 一一 对应 :( z ， y ) HX + iy . 利用这个 一一 对应，我们常把 



du du 
dx dy 
dv dv 

dx dy 


cg | 办 cgl^y 
加一办加 lax 


1^/ 加一 ^/ 
加石 cglax 
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R 2 和 C 看成同一个东西.作为一维复线性空间 C 到自身的（复）线 
性映射必是二维实线性空间 R 2 到自身的（实）线性映射，而二维实线 
性空间 R 2 到自身的（实）线性映射未必是一维复线性空间 C 到自身 
的（复）线性映射.欲使一个二维实线性空间 R 2 到自身的（实）线性 
映射是一维复线性空间 C 到自身的（复）线性映射的充分必要条件当 
然是： 它必须与乘以虚单位 i 这个映射交换.不难看出，乘以虚单位 i 
的映射在一维复线性空间 C 上是 

(x + iy) ^ (ix - y ), 

它对应于二维实线性空间 R 2 上如下的 映射： 


， _ 

X 


■ 

一 y 


隱 ■ 

0 - 1 


X 

= j 

X 

. y j 


x J 


• io 」 


. y . 


y 


因此， 二 维实向量左乘以矩阵 J 相当于对应的一维复向量乘以虚单位 

i . 故一个 2 x 2 的实矩阵和 J 交换的充分必要条件是：这个 2 x 2 

的实矩阵所代表的 R 2 到自身的实线性映射恰对应于一个一维复线性 

空间 C 上的线性变换.由此我们得到以下重要的 结论： 满足矩阵方程 

(12.2.6) 的映射 ( x , y ) ( w ( x ， j /)， v ( a :， y )) 的 Jacobi 矩阵 

'du du' 
dx dy 
dv dv 
dx dy 

恰对应于一个一维复线性空间 C 上的（复)线性变换. 

现在我们想从另外的角度来考察一个（二元实自变量的复值的或 

一元复自变量的复值的）连续可微函数尸 (4 = F(x + iy) = f(l^ X J) 

是全纯函数的充分必要条件（这里我们把映射看成一个复自变量的函 
数时用 F 表示，而当看成两个实自变量的函数时用/表示.之所以作 
此区分,是因为担心造成误会.以后为了方便，我们常用同一个符号表 

示这两个函数).设^^ e R 2 , 我们 有：当 — 0时， 
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((:::))-€)) 


=+ + o ( y / h 2 + fc 2 ). 


将上式用复数域 C 的语言表达时，我们有：当 = — 0时， 

F(z + /)- F(z) =^-h + ^k + o(Vh 2 + A: 2 ). 

ox oy 

由命题 12.1.2, 上式可改写成 

F(z + l)-F(z)=^l+^Uo(\l\). 

由此，当 0 时，我们有 


F{z + l)^F{z) 
I 


fz 



+ °( 1 ) - 


当 C 3 Z — 0时 J/f 是无极限的（显然|?川=1，而当 C 3 / — 0 
时， ar g a //) 可以任意振荡).因此，我们得到以下定理.为了方便，从今 
以后，以前用/和 F 分别表示的二元实变函数和一元复变函数的做 
法， 一 律改用同一个 F (或同一个 /) 表示. 

定理 12.2.2 设 C C = R 2 是开集.给了（一元复自变量的) 
连续可微映射 F •• U — C , 则极限 


lim 

C3/-.0 


F(z + 0 - F(z) 
I 


存在的充分必要条件是 g = a 由腦 上述极限对•-切 存 
在的充分必要条件是 F 在 U 上全纯.这时， 


F(z + 1)- F(z) dF 

cl^a - 1 - = i 

我们常把这个极限（当它存在时）记做 F '( z ) = ^. 

在复平面的开集 C / 上定义了函数/，若极限 lim • 八 Z 1 

c^l^o I 

对一切 2 e t / 存在，则称 f 在 U 上是复可微函数.定理 12.2.2 告诉我 
们:/在 f ； 上是复可微的当且仅当 f 在 U 上是全纯的.许多复分析的 
书把开集上的全纯函数/定义为在上复可微函数. 
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在本节的最后，我们愿意将 Cauchy 定理加强成以下 形式： 

定理 12.1.1 , ( Cauchy - Morera 定理）设/是开集 C / 上定义的 
(二元实变量）连续可微的复值函数，则/在£/上全纯的充分必要条 
件是： 对于任何满足条件 DCU 的开圆盘 D ， 必有 



定理 12.1.1 和命题 12.1.1 结合起来便证得条件的必要性（这是 
Cauchy 的结果)，它的充分性（这是 Morera 的结果）的证明留给同学 
了（参看 §12.9 的第4题) • 

§12.3 留数与 Cauchy 积分公式 

假设 7 = {2 € C : | z | = r }， 其中 r > 0是个常数，又设 n € Z . 我 
们不难得到以下 公式： 


0， 若 n / -1, 

27 rir n+1 , 若71 = —1， 



其中 7 的正向是这样确 定的： 当某人沿着7的正向行进时，7围住的圆 
盘应在他的左侧，换言之, 7的正向是反时针方向. 

假设 Z ? 是一个有光滑边界的区域，0 eDcCJ 是一个在 t / \ {0} 
上全纯的函数，其中开集 UDD. 又假设在原点的一个如下的去心邻 
域内 

{2 G C : 0 < | z | < £}, 其中 £ > 0, 

函数/具有以下表 示式： 

/ ⑷ = a— n2 _ n + a_ n+ iz- n+1 + • • • + (12.3.1) 

其中 5 在原点的一个小邻域内是全纯的.为了计算/ f(z)dz, 画一个 

JdD 

以原点为圆心半径足够小的圆周 7 , 使得以 7 为圆周的闭圆盘 C 7 完全 
包含在 D 内，且展式 (12.3.1) 在包含圆盘 C 的一个开集内成立（见图 
12.3.1)，则/在 £)\ C 7 内全纯，由 Cauchy 定理，我们有 
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L、 c) fdz 




换言之， 




J gdz = 27 ria _ i . 


点 a 称为函数/的一个 n 阶极点，假若/在内全纯, C / 
是 a 的一个邻域，且在 a 的_ - 个邻域内/有如下表 示式： 


f { z ) = a^ n {z - a)~ n + a ^ n + i{z - a )~ n+1 + + a )' 1 + g , 

(12.3.1 )， 

其中 S 在 a 的这个邻域内是全纯的.一阶极点称为单极点.和以前一 
样的讨论使我们得到 公式： 

/ fdz = 27ria_i, 

JdD 

其中 D 是个满足条件 aeDGDcU 的有光滑边界的开集. 

我们愿意把 ciy 称为/在极点 a 处的留数，记做 re S «(/) .若 
^ = a 是/(2)的一个单极点： 


/(匀=;^+5(2)， 

z — OL 

其中 g 在 a 的一个邻域内是全纯的，则我们有 


lim (z - a ) f ( z ) = a_i = res a (/). 
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若/(4在《的一个邻域内是全纯的，则 


res Q 


z — a J z—oc \z - 


=/ ⑷. 


一个在开区域 D 内挖除极点后的余集上是全纯的函数称 为在乃 
内是亚纯的.假设/在 Z ) 内是亚纯函数，且它在 Z ) 内只有有限个极 
点： ~，…， a n . 只要以每个极点％为圆心作一个半径足够小的闭圆 
盘 Cj , 使得每个 Cj C D 且 C , (：/ = 1， • • • ， n ) 两两不相交，我们得到 


o= L“ mdz 




/(z)d2-27Ti^res a .(/). 


这样我们得到以下 定理： 

定理 12.3.1 (Cauchy 留数定理）假设/在开集 V 内是亚纯函 
数，/在 D 内只有有限个极点 ，•… ， a n ，其中 D 是个满足条件 DCU 
的有光滑边界的开集，则我们有 



f { z)dz = 27 ri ^ res aj .(/). 


我们愿意引进一个简单却很有用的引理： 

引理 12.3.1 假设. 9 在开集内是亚纯函数， D 是个满足条 
件万 C C / 的有光滑边界的开集，又设 { a l7 C D , g 在 

U \{ a u ^, a k } 上全纯，且 5 在这些 奇点 〜 （j = 1，…， fc ) 处满足 
以下 条件： 


则我们有 


lim \z - aj \\ g { z )\ = O y 

Z ~^CKj 



证设 7, •是以％为圆心，充分小的正数 D 为半径的圆周，使得 
以％为边界的闭圆盘两两不相交且完全包含在 D 内.我们有 
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根据引理给出的条件我们 得到： 任给 e >0, 有5>0使得当 rjd 时，有 
Vj sup b ( 2 )|<€ •，所以我们有 

|Z — 七|=7^ 



彡 lim 27 rr 7 

Tj—*0 


sup 

I 卜 《 il=rj 


\9{ z )\ = 0. 


由此，我们得到 


gdz = 




dD 


定理 12.3.2 (Cauchy 积分公式）假设 / 在开集 t / 内是全纯函 
数 A 是个满足条件 DCU 的有光滑边界的开集，而 2 e A 则我们有 


/⑷ 


2 m 


dD 


m 

卜 2 


炎. 


证因 


lim - z \ 
5—2 


m-m 


0 , 


引理 12.3.1 可以用到函数 


9(0 


/(0 -/⑷ 
卜2 


上去.我们有 


0 = 


dD 


s — 2 JdD s — 2 : 


dD 






2 邮)， 


其中 7 是一个以 z 为圆心的半径充分小的圆周，使得以7为边界的闭 
圆盘完全包含在 D 内.由上述等式立即得到 Cauchy 积分公式. 口 
有了 Cauchy 积分公式，我们可以得到许多有用的结果.在这个意 
义下， Cauchy 积分公式可以称为复分析的基石. 
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推论12.3.1(最大模原理）假设/在开集内是全纯函数， D 是 
个满足条件 DCU 的连通开集，而 a €从则 |/|在点 aeD 处是不 
可能达到|/|在万上的最大值的，除非/在万上等于常数. 

证设7表示以 a 为圆心,充分小的 r > 0为半径的圆周.根据 
定理 12.3.2( Cauchy 积分公式） 


我们得到 


/⑷= 



no 

卜 a 





m 




1 

2ni 



f(a + re 10 ) 
~ rc^ 


irc w de 



f(a + re [0 ) de . 


由此， 

1/⑷I 彡 sup |/(a + re id )|. 

因上式中最后的不等式成为等式的充分必要条件是 /( a + re ^) = const ., 
且这个常数的模应与 /( a ) 的模相等，换言之，有某个不依赖于0的常 
数0，使得 

f(a + rc i9 ) = ⑷ • 


由这个不等式前的等式（事实上，就是 Cauchy 积分公式）又告诉 我们: 
( j > = 2 nn , n 6 Z ,. 换言之， / 在 7 上恒等于 /( a ). 由此，假若丨/|在点 
aeD 处达到 |/| 在万上的最大值,则/在点 a e Z ? 的一个邻域内等 
于 /( a ). 所以，集合 

{ zeD : f ( z )^ f ( a )} 


是 D 内的一个开集.另一方面，以上集合是单点集 {/( a )} 关于连续映 
射 D 3 2 h /卜）的原像，它应是 D 的一个闭集.根据假设 D 是连通 
集，作为连通集的既闭又开的非空子集，0 e P .• /⑷=/⑷}必须 
等于 ZX 换言之，/在上恒等于常数 /( a ) □ 
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我们再引进一个 引理： 

引理 12.3.2 假设 D 是个具有光滑边界的区域，0是在区域 D 
的边界⑽上的连续函数，则对于任何 n e N ， 函数 

^ m 


F n ( z ) = 




- zY 

在 D 内全纯，且在 D 内满足以下方程 

F' n {z) = nF n+ i{z). 

证当^ e Z ) 时， F n { z ) 定义中的积分存在是显然的.易见，作为 
二元实变函数 ， F n ⑷在 D 内连续可微.为了证明 F n ( z ) 全纯，我们只 
须证明：作为复变函数的 F n ( z ) 在 Z ) 内（复）可微.今设 z 0 e D ， 当 
| z | 充分小时，我们有 
F n ( z )- F n ( z 0 ) 1 


z - z 0 


Z - Zq JdD 


m 


•( d " ( d ) n - 




1 


z - Zo JdD 


0 ⑹ 


d D m ^- z )^- Z 0 ) n ^ 


(卜 z)^ - Zo) n 


因此，我们有 
F n { z )- F n ( z 0 ) 


Z- Zo 


- ^ F n ^ i { zo ) 


n— 


m 


do 


• E (卜 


i=0 


n 


(C - ^) n (C - zo ) 71 (C-^) n+1 J 

E(e- zo) n - j ~ l - n(^ - zo) n 




Ti¬ 


/ A(C\ 

j =0 

At 

JdD 

(e-n%) n 」 



ll— 


m 


dD 


- E [(e - z)^ -( 卜 zo) j+l }^- zo) n - j ^ 1 . 

j=o _^_ 

. ( C - 2 ) n + l(^ Zo )n _ 
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j=0 Z=Q_ 

~ z ) n +1 ( f - Z 0 ) n - 




=\z — Zq 


dD 


m 


r n-l j 

EE ( e - 

L j=0 1=0 






不难看出，当 z — %时，右端的积分有界.故右端趋于零.这样，我们 
证 明了： 作为复变量的函数的 F n ( z ) 在 D 内（复）可微，且它的导数就 
是由引理 12.3.2 结论中的公式给出的. 口 

定理 12.3.3 假设/在开集 C 7 内是全纯函数， D 是个满足条件 
DCU 的连通开集， D 的边界奶无穷多次连续可微， mzeD } 则对 
于一切 neNu {0}， 我们有 


f in \ z ) = 


n \ 


m 


27Ti J dD - z) n+1 


炎. 


证把引理 12.3.2 用到 Cauchy 积分公式 



上，我们有 

利用数学归纳原理，我们便得到定理 12.3.3 中关于全纯函数各阶（复) 
导数的公式. 口 

注定理 12.3.2 中的 Cauchy 积分公式是定理 12.3.3 中的公式在 
n = 0 时的特例. 

推论 12.3.2 假设/在开集 [/ 内是全纯函数是个满足条件 
DCU 的连通开集， WaeD y Xr >0 使得 {z e C : \ z - a \ ^ r } CD , 
记7={2€<^| 2 -(1|=7'}，则我们有 


,/-)(«)„ ^ S p | /(0 |. 


证由定理12.3.3,记|屯|为7 上的弧长微元，有 
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|/(，|< 乂 


1/(01 





l/(g + re^)l 

厂 n+l 


rd 6 


彡 n!r -71 sup |/(0). □ 

Cey 

推论 12.3.3 (Liouville 定理）在整个复平面 C 上全纯且有界的 
函数必是常数. 


证由推论12.3.2， 

I/’⑷ K 厂一 1 sup _|. 

让 r — 00 ,得到 尸三 0.故/的两个偏导数皆恒等于零，/ = const .. □ 
推论12.3.4(代 数基本 定理）次数大于零的复系数多项式 P (2) 
在复平面 C 上至少有一个根. 


证若 P ( z ) = a n z n + a n -\ z n ~ l +…+ a 0 在复平面 C 上无根， 
其中一 0,则 1/ P ( z ) 在复平面 C 上是全纯函数，且 





故 l / P ( z ) 在复平面 C 上有界.由推论 12.3.3, l / P { z ) = const .. 这与 
多项式的次数大于零相矛盾. 口 

注代数基本定理有许多证明（参看第5章 §5.8 的第31题和第 
8章 §8.8 的第18题)，较早给出代数基本定理证明的是 d ’ Alembert 和 
Gauss , 后者一生中给了四个证明.这里给出的也许是最干净利落的代 


数基本定理的证明，当然那是因为用了在19世纪由 Cauchy,Riemann 
和 Weierstrass 建立起来的复分析这个强大的数学武器. 


推论 12.3.5 假设 {//J 是开集 t / 内的一串全纯函数， D 是个满 
足条件 DCU 的有界开集， D 的边界 3 D 无穷多次连续可微，而全纯 
函数列{八}在上一致收敛于函数/，则/可延拓成 Z ? 上的解析 
函数（仍记做/)，且 {// J 及其 n 阶导数列 { if 0 } 在万 上分别一致收 
敛于/和/ ( 吃 


证 


设 2 e 则对于一切 neNu {0}, 我们有 




ni f M0 

2vri J dD (C - 




Taylor 公式和奇点的性质 


因全纯函数列 {/ fc } 在上一致收敛于函数/，对于一切 n € Nu {0}， 
有以下极限等式： 

m n » [ t ,im 紐） 

说爲 #. 

由定理 12.3.3 和引理 12.3.2 便得推论 12.3.5 的结论. □ 


§12.4 Taylor 公式和奇点的性质 

定理12.4.1(可去奇点原理）假设 C/ C C 是个非空幵集，/是 
U \{ a } 上的一个全纯函数，其中 a e C /. 又设 D 是个有光滑边界 3D 
的开集，且 a e D C 万 C £/，则/可以延拓成 D 上的的一个全纯函数 
的充分必要条 件是： 

lim (z — a ) f ( z ) = 0. 

2—*a 

当条件满足时，这个延拓后的£>上的全纯函数是唯一确定的，它可由 
下式 表示： 

阶 -hum. 

注/可以延拓成 d 上的的一个全纯函数的涵 义是： 有一个在 
D 上的全纯函数 A， 使得 Vz e D \ {a}(/(z) = Mz )). 

证条件的必要性是显然的.充分性证明如下.•设7是个以 a 
为圆心的半径充分小的圆周，使得以7为圆周的圆盘完全包含在 D 
中•令 

由引理 12.3.2，p 在 7 为圆周的圆盘内是全纯的.又设以 7 为圆周的闭 
圆盘 C 完全包含在 D 中.因/在 D\C 中全纯，我 们有： 当 
时， 


/(之）= 


丄/ /⑹炎 

加 iJdD 


27ri 


/m 


因 
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丄 f f 賊 
27riy 7 i-z 



f(a + re x 9 ) re l6 idd 
a + re ie — z 



\ f(a + re w )r 
|a + re i0 — z 



让 7 的半径 r 趋于零，根据定理的条件并利用 Lebcsgue 控制收敛定 
理，我们知道上式右端趋于零.所以我们有 


^/zGD\{a} 




/m 

c 一 2 



因此，全纯函数便是/在 d 上的全纯延拓.这个延拓的唯一性由 
Cauchy 积分公式可见. □ 

注1 除非作相反的申明，这个唯一确定的 f 在 D 上的全纯延 
拓仍记做 /. 

注 2 可去奇点原理也可由引理 12.3.1 和定理 12.1.1^ 推得. 
今假设 DCC 是连通幵集，/在 D 中全纯 ， a e 又设 7 是个以 
a 为圆心的半径充分小的圆周，使得以7为圆周的闭圆盘 G 完全包含 
在 D 中表示以7为圆周的开圆盘).我们要把可去奇点原理用到 
下面的函 数上： 

z — a 

这个等式的等价形式是 


/( z ) = /( a ) + ( z - a )/ i ( z ). 


fi 可延拓成 P 上的全纯函数，用 Cauchy 积分公式（定理 12.3.2) 将这 
个全纯函数表示出来便得到以下 结论: 对一切 z € C ， 


hi z ) = 


丄 f m - f ( a ) 

2 vri 7 7 - a)(C - z ) 


根据留数定理，当 ^ e C 时， 


27 Ti 



/ ⑷ 

- a)(C - z ) 


/( a ) , f ( a ) 

z — a a — z 



故我们有 
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让 z — a 便得到 


(12.4.1) 


/“ a ) = 

对 A 再用上法可得/ 2 ,反复使用这样的方法，我们可得到一串函数 
/Jh/2, …，使得 

f(z) = f(a) + (z-a)fi(z) 9 
fi(z) = /i(a) + (z- a)/ 2 (z), 



fn-l(Z) = f n -l(a) + (Z - a)f n (z). 

由以上这串方程，我们得到 

f(z) = /(a) + (2 — a)fi(a) + ••• + (:- a) n ^ 1 f n ^i(a) + (z - a) n f n (z). 

对上式两端求导，然后以 2 = a 代入，我们有 

/ fc (a) = (l/fc!)/W(a) (fc = 0 ， l ， 2, … ， n-l). 

这样我们得到以下形式的复数域 C 上的 Taylor 公式： 

f{z) =/(a) + (Z- a)f\a) + + ••• 

+ (口) 二; 1 产 - ” ⑷ + (^- a ) n / n (^)- (12.4.2) 

为了得到 Taylor 公式 (12.4.2) 中余项（即最后一项）的一个具体 
的表达式，换言之，我们需要将 / n ( z ) 用/表示出来.为此我们引进下 
述引理. 

引理 12.4.1 公式 (12.4.2) 中的最后一项（也称余项）具有以下 
表 达式: 

^ = h I (dU 严 . (12A3) 
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证用数学归纳法 证明. 当 n = 1时的公式 (12.4.3) 就是已经证 
明了的 （12.4.1). 假设 (12.4.3) 在指标 n 换成 n - 1时是成 立的： 


no 


焱 - 1 ⑷ = 2^L (c—anz) 


处. 


以 2 = a 代入上式便得到以下的特殊 情形: 


/ n - i ( a ) = 


no 


2m (C - aY 




因 


fn - l { z ) = / n - i ( a ) + { Z - a ) f n ( z ) 


注意到归纳法假设中的等式及以 2 = a 代入后的特殊情形，我们有 


fn ( z ) 


fn -\{ z ) ~~ / n - l ( a ) 


z — a 


m 


27ri(z 一 a) L/y (《一 a)K — 2) 


di 


~L 


m 


m 


2 m ( z - a ) (^- a) 71 - 1 


乂 一 2 


7 (《- a )’ 
1 




□ 


_ m ,, 

2 ^ 7 7 (卜 a) n ( 《 - 2：严 _ 

把 （12.4.2) 和 （12.4.3) 结合起来，便得到复平面上全纯函数的 Tay ¬ 
lor 展幵的定理： 

定理 12.4.2( 复平面上全纯函数带余项的 Taylor 展开）假设/ 

是 D 上的一个全纯函数 , ci e D •又设 7 是一个以 a 为圆心的圆周 ，7 
围住的闭圆盘完全包含于 D 内，则当 2 是该圆盘的内点时，我们有 


/⑷⑷+ (2 - a )/’ ⑷+ (么^广) /" ⑷+…+ ( 之 a ) 


+ 




2 ! 

m 


( n — l )! 


严一 1 ) ⑷ 


( e - a )-( e - z ) 




(12.4.4) 


注值得指出的是，从/在 R 2 的某区域上的一次连续可微性且 
满足 Cauchy - Riemann 方程的假设出发（或等价地，从/在 C 的某区 


域上的复可微性的假设出发)，我们得到了 /在 R 2 的该区域上有各 
阶偏导数的存在性，并在 C 的该区域上有复的各阶导数的结论.这个 
结果与定理 11.7.5 相近似.将来我们要揭示 Cauchy - Riemann 方程与 
Laplace 方程之间的关系. 

推论 12.4.1 假设/是连通开集 Z ) 上的一个全纯函数 ， a e 
又设 VneNU {0}(/⑷⑷= 0)，则 W € Z ?(/( z ) = 0). 

证符号同定理 12.4.2 及置于其前的推导中的符号.由复平面上 
全纯函数的带余项的 Taylor 展开及所做的假设，当 2 是 7 围住的圆盘 
的内点时 （7 是以点 a 为圆心半径为 r 的圆周，且它所围住的圆盘是 
D 的子集)， 

因此我们有 

因^ < r , 只要让上式右端的 n — oo , 便有/(2 ) = 0 .记 

E = { z € D:^n E NU {0}(/( n )(4 = 0)}， 

根据以上讨论，五是 Z ) 中开集.另一方面，因是连续函数 ，五是 D 
中闭集.故非空集合£；既开又闭.因 D 连通石 □ 
推论 12.4.2 假设/和 g 是区域 D 上的两个全纯函数， a 、 a u a 2 、 
…， a n ，… G D,Vn G N ( a „ # a )， 且 a =又设 Vn 6 N U 
{0}(/ K )= 夕 ( a n )), 则 Vz e D ( f ( z ) = g ( z )). 

证符号同定理 12.4.2 及置于其前的推导.首先，我们有 

/>):= lha lMzm = lim 也 n ) ， ' ⑷ 

n-*oo a n — a n-*oo a n — a 

我们要 证明： VneN (户 HaH 心⑷)假设 fc 是这样的自然数，使得 
(/ - 9)(0-) = (/ - g)'{a) = ••• = (/- 5) (fc_1) (a) =0, {B (/ 一 ⑷一 0. 
由（12.4.2)，我们有 

/⑷一 ffW = { z - a ) k [ f k ( z ) - g k { z )}, 
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且八⑷= ( l / A :!)/( fc ) ⑷ 〆 ( l / k \) gW ( a ) = g “ a ) •当 z 充分接近于 a 
时，脉) — 9k ( z ). 因此，当 n 充分大时，有 

0 = f { a n ) - g ( a n ) = ( a n - a ) k [ f k ( a n ) - gk { a n )] ^ 0- 

这个矛盾证明了 VfceNu {0}(/ ㈨ ⑷ =#) ⑷). 这就证明了 f _ g 满 
足推论 12.4.1 中的条件，故/三 □ 
注1推论 12.4.1 和推论 12.4.2 告诉了我们, C 的某区域上的全 
纯函数与 R 2 的某区域上的函数之间是有重大区别的.由引理 
8.6.3,存在这样的函数，它在某点的值及在该点的各阶导数的值 
都等于零，但它在整个复平面上并不恒等于零.也有这样的 C - 函数， 
它在某非空开集上恒等于零，却在整个复平面上不恒等于零.而 C 的 
某区域上的全纯函数只要在某点的值及其各阶导数在该点的值都等于 
零，它在整个区域上必恒等于零.某区域上的全纯函数只要在某非空 
开集上恒等于零，则它在整个区域上必恒等于零.由此我们得知，全纯 
函数的结构十分紧致,它的局部状态对整体行为的影响相当强，而 
函数的结构则较松散，函数的局部状态对整体行为的影响较之全纯 
函数为弱.这告诉 我们： 全纯函数理论的研究确实不可能用函数 
理论的研究所替代，或者说，复分析是无法用实分析替代的. 

注2设 CA 和 t / 2 是复平面上两个非空开集 ， R C t / 2 且 C / 2 连 
通. 又设 fiMlA 上的全纯函数 （ i = l ,2)， 且 

由推论12.4.2，/ 2 被 A 唯一确定.这个被 A 唯一确定的/ 2 称为 A 在 
U 2 上的解析延拓. 

假设9是 D 内的不恒等于零的全纯函数 , a € D 是 g 的一个零点， 
则有 fc e N ， 使得沒⑷=…= g ^ k - l \ a ) = 0,但 g ^( a )^0. 当 z 充 
分接近 a 而不等于 a 时，有 

9 { z ) = (z - a ) k g k ( z ) } 

其中办在£>中是全纯函数，且 g k ( a ) # 0 .又设/在 D 中也全纯，则 
h ( z ) = ( f / ff )( z ) 对于充分接近 a 而不等于 a 的 2 有定义.利用/在 
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命题 12.4.3 假设/和 g 在开集 C 7 中全纯， D 是满足条件 DCU 
的具有光滑边界的有界区域，又设/在 Z ? 中只有有限个零点％，•..，％， 
零点 〜是 ~阶的 （j = 1， • • • 且 Vz € dD { f { z )^0 ) y 则我们有 

“L g[0 m d hfy MQjY 

J — L 


特别，让 g 三1，我们有 

=/在乃中的零点的个数， 

JdD /(s) 

其中重零点的个数按重数算. 

证由假设 ，/⑷= h - ⑷产 /办)， 其中八 在有界区域 D 中只 
有零点 a 2 , …,〜，且 A 和/在零点 a 2 ，."， a r 的阶数相同.反复使 
用这样的推理,我们有 

f(z) ^(z-a^iz- a 2 产 • • • (2 — a r )^F(^), 

其中 F 在0中全纯且无零点.由此， 

尸 ⑷ = , . k r F\z) 

f{z) z-ai z-a r F(z) 1 

其中 F 1 F 莜 D 中全纯.因此, W 在 D 中只有单极点 d ,..., a r , 
在极点的留数是 k j 9 ( Qj ), 命题的第一个结论只是留数定理的推论. 
第二个结论是第一个结论的的特殊情形. 口 

定理 12.4.3( Rouche 定理）设/和 / i 是在复平面的开集 C / 上 
全纯， D 是满足条件 DCU 的具有光滑边界的有界区域，又设 


VzedD (\ f ( z )- h ( z )\<\ f ( z)\) y 

则/和 / i 在 D 内的零点个数相同，其中重零点的个数按重数算. 

证由定理中所设条件,/在^?上无零点.由推论12.4.2，/在 D 
内只有有限个零点.我们将证明：/ I 和/在 D 内零点的个数相等.为 
此，令 


h t { z ) = f ( z ) + t ( h ( z ) - /( 2 ))， O ^ t ^ l . 
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易见 A 在 D 内全纯，在⑽上无零点，由推论12.4.2,在 D 内只有有 
限个零点.~在 D 内零点个数等于以下的积分的值： 


心在 D 中的零点的个数= 


2 mJ dD h t (0 




上式右端的积分是《的连续函数,左端只取整数值，因而它（关于 t ) 必 
须是常数.但知= =/ i ， 故/和 / i 在乃 内的零点个数相同. 口 
形如 r \{外的集合称为点 Pec 的一个去心邻域，其中 [/ c c 
是含有的一个开集.设函数 f 在0 的一个去心邻域内全纯，且 2 
时，1/(41 — 00,则当2充分接近卢而不等于0时， l //( z ) 全纯. 又因 
2 — /3时1//⑷4 0，/3是1//的一个可去奇点.只要让(1//)(/?) = 0, 
1//在的一个充分小的邻域内全纯.因1//在/5的一个充分小的邻 
域不恒等于零，故1//( 2 ) = ( 2 一 卽办⑷，其中 j € N 奶在0附近全 
纯且 幻附 0. 这时，/⑷ —- •⑷，其中~ = 1/幻在附近 
全纯.利用~在附近的 Taylor 展开便知是/的 j 阶极点.将上 
述结果总结起来，我们有下面的 命题： 

命题 12.4.4 若函数 f 在 (3 的一个去心邻域内全纯，且2 — 0 
时， \ f ( z )\ — 00 ,则0是/的 j 阶极点，其中 j € N . 

设函数/在开集 C / 上亚纯, Z ) 是满足条件 DCU 的具有光滑边 
界的有界区域， 且 f 在 dD 上无零点也无极点，则/在 D 内只有有限 
个零点和有限个极点.对每个零点和极点进行命题 12.4.4 的证明中的 


处理，我们有 


勝 罐: ㈣ ;》 ⑷， 


(12.4.5) 


其中 F 在 D 内是无零点的全纯函数.和命题 12.4.4 的证明相仿，利用 
等式 (12.4.5), 我们可以证明以下 定理： 

定理12.4.4(辐角原理）设函数/在开集上亚纯， D 是满足 
条件 DCU 的具有光滑边界的有界区域,且/在上无零点也无 
极点，它在万上的表示式是 


■: 域 咐 


(12.4.5)， 
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其中 F 在内是无零点的全纯函数.又设函数 g 在 U 内全纯，则 

no r p 


2^ l dD 9 i ° W ) 


成 =E k n gM - 


m= 


特别， 


i i D 7(§^ 確 D 内零点的个数 -/ 在 D 内极点的个数， 


2 ?ri 

其中重零点与重极点的个数按重数计. 

注 1 设 /(0 = r(Oe id «)， 其中 r(0 > 0 而咐 ） e R ， 则 


In/ ⑹ = lnr(0 + i 飧 ). 


又 

= ^ 兩冰=去 lnr (() 炎 + = d\nr(0 + 观 ). 

因 lnr(0 是单值函数（对数函数在正半轴上取实值的那一支)，而 0(0 
是多值的（不同的值之间相差 2 tt 的整数倍)，注意到 3D 是由一条或 
数条连通的封闭曲线（即起点与终点相重的曲线）构成的，我们有 

= 7^- /洲(0=当2沿着 ao 的正向走完时/⑷绕着原点转的 圈数. 

2 兀 J dD 

所以，辐角原理可改述成 

f 在 D 内零点的个数-/在 D 内极点的个数 

=当 z 沿着⑽的正向走完时/⑷绕着原点转的 圈数. 

应注意的是，当 3D 是由数条连通的封闭曲线构成时，沿着 3D 的正向 
走完是指沿着 3D 的每条连通的封闭曲线的正向走完一周. 

注2设是 n 次多 项式： 

P(z) =a n z n + a n ^iz n ~ l + • •. + a 0 
—z n fa n + a n «i- + • • • + ao—Y 
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故 P ( z ) 的辐角是 


arg P ( z ) = n arg 2 + arg ( + a n _i 全 H - h ao ~^. 


当 2 在一个以原点为圆心充分大的为半径的圆周上以逆时针方向 


转一圈时，上式右端第二项中的 

1 1 
CLn + « n ^i- H -+ «0 — 

非常接近非零常数〜，因此，它的辐角 

ar g( a n + ^n-1^ + • • • + 

的增值应为零.而当 2 在一个以原点为圆心充分大的 H 为半径的圆周 
上以逆时针方向转一圈时，上式右端第一项 n arg z 的增值应为 2n7r . 
由此， Pb ) 的辐角当 z 在一个以原点为圆心充分大的 A 为半径的圆周 
上以逆时针方向转一圈时的增值应为 2 m 这就证明了 P { z ) 在复平 
面上恰有 n 个根.这是代数基本定理的又一证明. 

假若函数/在 7 € C 的一个去心邻域中全纯.又设7不是/的 
可去奇点，也不是/的极点（因而# — 7 时不可能有|/( 2 )| — 00 ) .这 
时，7称为/的一个本性奇点.在本性奇点附近，/的状态由以下的定 
理 描述： 

定理 12.4.5 假若函数/在 7 e C 的一个去心邻域中全纯，又 
设7是/的一个本性奇点，则对于任何 c e C ， 在 7 的去心邻域中必 
有一个点列 { aj }, 使得 .lim a * = 7 且 J 丄$ fi a i ) = c - 

证假若有一个 cec , 满足定求的点列 { ai } 不存在.换言 
之，有一个7的去心邻域 R 使得 


3 M > OVz e U {\ f { z ) - c | > 1/ M ). 

记咖卜1/(/( 2 ) - C )， 则 5 在 f / 中全纯，且 Vz e f /(|9 WI < M ) •故 
7 是 9 的可去奇点.因而7是函数/ = (1/9) + c 的极点.这与假设 
矛盾. □ 

下面的定理比定理 12.4.5 更为深刻，它的证明比较麻烦，因而我 
们只给出它的叙述而不予证明了. 
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定理 12.4.6 (Picard 大定理）假若函数/在 7 € C 的一个去心 
邻域中全纯，又设7是/的一个本性奇点，则有一个 CoGC 使得对 
于任何 c € C \{ co }, 方程/⑷= c 都有解. 

§12.5 多值映射和用回路积分计算定积分 

命题 12.5.1 若函数/在点 a 的附近全纯， /( a ) = 6 ,又设对于 
任何一个含有 a 的开集 0 , /在这个开集 0 上不恒等于一个常数，则 
对于任何一个含有 a 的开集 G ， 有一个 e > 0,使得任何 w e C ， 只要 
㈦ < I 在 G 中必有一个 2 使得 /(4 =他 

证令 5(2) = /(2) — 6 .由命题所给的假设， 5 在 a 处有有限阶的 
零点，且可选择充分小的 r 〉 0 ,使得满足条件 0 < - a | < r 的 2 都 

有贞 4 / 0 . D 表示包含在 G 内的以 a 为圆心 r 为半径的闭圆盘，选 
£> 0 使得 Vz e dD (\ g ( z )\ > e ). 今设⑽满足条件 jw — bj < e , 令 

9 w{z) = f(z)-w = g(z) + (6 - w). 

由 Rouche 定理，在 D 内 p 和如有同样多的零点（重零点按重数算). 
因 .9 至少有一个零点，故 Pti ； 至少也有一个零点.所以至少有一个 2 使 
得 f(z) = W. □ 

命题 12.5.1 的另一种等价表述是 

命题 12.5.1/ 全纯函数确定一个开映射（即，开集的像必开的 
映射). 

注1命题 12.5.1 又一次显示出全纯函数与函数之间的重 
大差异: 映射 


R 3 :r h : r 2 € R 和 R 2 3 ( x , y ) ( x 2 , y ) e R 2 

是映射，但它们都不是开映射. 

注2 设 /( z ) = u ( x , y ) + iv ( x , y ) 全纯.当映射 R 2 D U ( a ) 3 

du dv du dv 


{ x , y ) h -> ( u ( x , y ), v ( x , y )) e R 2 的 Jacobi 行列式 


dx dy dy dx 


|/'( a)| 2 / 0 时 （ f / ⑷是 a 的邻域)，上述开映射定理可以通过实变量函 
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数的反函数定理（定理 8.5.1) 进行证明.但当|尸 ⑻| 2 = 0时，全纯函数 
的开映射定理就不属于实变量函数的反函数定理所考虑的情形了.这 
再次告诉我们，复分析的方法并非都可以用实分析方法替代的. 

下面的命题更确切地刻画了全纯函数的局部性质. 

命题 12.5.2 若函数/在点 a 的一个邻域内全纯，且 /( a ) = 6 . 
又设函数= /( z ) - &的零点 a 是 A : 阶的，则我们有 r 〉 0 和 
e 〉0,使得任何满足条件0 < 卜 - e 的叫必有 fc 个互不相等的 
々，•••，〜，使得 一 a | < r 且 f ( zi ) = w . 

证和命题 12.5.1 的证明一样,本命题的证明仍然要用到 Rouche 
定理. 函数 . 9 (^ = /(幻 - b 有 k 阶零点 a . 选取充分小的 r ， 使得函 
数 P 和它的 导数 〆 在闭圆盘 D=^ {ze C:\z-a\^r} 中无异于 
a 的零点.函数 g w {z) = f(z) - w = g(z) + (6 - w ) 与 p 只差一个 
常数， 故尤在 D = {2 e C : |z - 彡 r } 中无异于 a 的零点•令 
e = inf I 分 ( 2 )|， 只要 加 满足条件 0 < 卜 -6| < e, 由 Rouche 定理， 如和 

k|=r 

分在 {z € C : — a | < r } 内的零点个数相等.由于? # b , g w ( a ) ^ 0, 

又因 < 在 D ==仁€ C : - a | 彡 r } 中无异于 a 的零点，％；的零点都 
是一阶的，所以有 A : 个互不相等的零点. □ 

由命题 12.5.2 可以看出，若 a 是函数 /⑷- b 的 k 阶零点，设 
I /; : [ 0 , lj — C 是[ 0 , 11 到 C 的连续可微映射，且 w (0) = a , 则当厂充 
分小时，函数/( 2 )_ 1 /；⑷有 fc 个一阶零点 Zi ( w ( t )) y -- , Z k ( w ( t )) y 且当 
t — 0 时，这 A : 个--阶零点咖⑺)，…， z k { w ( t )) 形成的 A : 条曲线趋向 
共同的极限 a ， 换言之，这 fc 条曲线将汇合于 a . 

上述命题在 fc = 1 的特殊情形尤为重要，值得单独地予以叙述.它 
是全纯函数范畴内的反函数定理： 

命题12.5.3(全纯函数的反函数定理）若函数 f 在点 a 的一个 
邻域内全纯，/⑷= 6 且尸⑷一 0 ,则我们有 r > 0 和 e > 0 ,使得任 
何满足条件^ - &| < e 的 w 有唯一的一个 2 满足方程/(幻= t /; 且 
N - a | < r . 换言之，有定义在{^ € C : - 6 | < s } 上的唯一的一个 

函数. 9 ,使得 f ( g ( w )) = u ， 且 \ g [ w ) - a \< r . 我们还可断言：这个唯一 
确定的函数 5 是全纯的，且 g ，( w ) 二 l / f { g ( w )). 
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证除了最后的断言外，命题的前半部分的结论是命题 12.5.1 的 
特殊情形.而最后的断言是实变量的反函数定理中关于逆映射的导数 
公式的推论.推导的细节如下：设 2 == a : + iy ， 而/( 2 ) = u ( x , y ) + 

iv ( x y y ). R 2 到自身的映射 ( 工 )—f U ^ V) ) 的导数是 

\ y y \ v [ x ， y)J 


du 

dx 

dv 


du 

dy 

dv 


dx dy J 


m (:’=) 的逆映射的导数应是上述矩阵的逆矩阵■由 

此不难证明,逆映射的偏导数也满足 Cauchy - Riemann 方程（参看 §8.8 
的第10 题的 ⑻). 最后的断言便得到了. □ 

应该指出 的是： 上述全纯函数的反函数定理只是个局部性的定理. 
全纯函数的反函数的整体的研究是个比较复杂（但十分有趣）的课题. 
本讲义不可能进入这个课题（称为 Riemann 曲面理论）的讨论，但愿意 
以函数 /( z ) = /为例来说明这个复杂而有意义的问题.我们己经知道， 
当? i ； # 0时，方程/( 2 ) = z 2 = w 有两个根.假设 w; = re' 0 ^ 0 < 27T, 
则 w 的平方根共两个 •. 

2i = v/^= 扣 ' z 2 v^e ⑽ / 2 ) 叫 . 


我们发现，当 0 < Cl < r < c 2 时，而 0 由 0 递增至 2tt 时， q 的绝对 
值在区间 （ A ， 上，而 q 的辐角0/2从0单调地增至 7 T . 换言 
之，当 w 绕着原点逆时针地转一圈时^绕着原点逆时针地只转了半 
圈.同理，当 w 绕着原点逆时针地转一圈时^也绕着原点逆时针地转 
了半圈，只不过2 2 的辐角是从 7 T 单调地增至 27 T . 我们注 意到七 的起 
点恰是的终点.换言之， w 绕着原点逆时针地转完第一圈时，对应的 
1二扣 正好按 A 的方式转了半 圈：而 W 继续绕着原点逆时针地再转 
第二圈时，为了保持 Z #的连续性（注意:句的起点恰和 A 的终 
点重合),对应的 Z = ^应按 z 2 的方式继续转半圈.也即， w 绕着原 
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点逆时针地连转两圈相当于它的平方根 >连续地绕着原点逆时针地 
转一圈.这是方程 z 2 = w 确定的双值 函数⑼ = 0时是单值!）给我们 
带来的 “ 麻烦”(应注意的是，学术上的 “ 麻烦”往往是提供我们获得重 
要学术发现的机遇!) . 我们把2平面看成是 w 平面的双层覆迭，以原 
点为这个覆迭的分枝点 (w = 0时只有一个 z = 0以之对应).当我们处 
理一个 w 的平方根的函数时，例如 cos(^ 3 / 2 + l ), 我们愿意把它看成^ 
的函数 cos ( z 3 + l ). z 平面称为与函数 W / 2 相关的 Riemami 曲面，换 
言之，任何 W / 2 的函数将被看成与函数 W / 2 相关的 Riemami 曲面 2 
平面上的函数.这是19世纪伟大的德国数学家 Riemann 所开创的观 
点.各种全纯函数的 Riemann 曲面的结构的研究直到今天仍对几何、 
拓扑和代数的发展有着深刻的影响.美丽的 Riemann 曲面理论的讨论 
牵涉到太多和太复杂的数学，它已超出了这本作为本科生教材的数学 
分析讲义的范围，我们只得割爱了.在面临本讲义所要讨论的较简单 
的多值函数问题时，我们愿意借用已有的简单工具用以下较易接受的 
方法去处理：为了讨论多值函数 在 w 平面上画一条由原点到无 
穷远的曲线，在这条曲线上我们不定义函数 W / 2 的值.例如，我们在 
w 面上沿负实半轴 ({w = x + iy : x ^0 1 y = 0}) 切一刀.负实半轴去 
除后的 w 平面 ={w = re i0 : r > 0 ， -n < 0 < n }. 然后，我们定义：当 

w = re w : r > 0, 一丌 < 0 < 兀时， 

加】 /2 = r i / V % ^ <0< n . 

当然选择任何一条从原点出发到无穷远的曲线代替负实半轴也可起 
到同样的作用.常常选择这样一条曲线来切一刀，使得所遇问题中 
的计算更为方便.选择负实半轴切一刀后得到的 W / 2 称为平方根的 
“主枝，，• 

我们愿意借助平方根的“主枝”的概念计算以下的 积分： 

厂 e - Xx 3 / 2 dx . 

•/一 oc 

当见\ > 0时，函数 e - k 2 / 2 在0： — ± oc 时迅速地趋于零.当 
< 0时，函数 e - Al V2 在 z — 土 oo 时迅速地趋于无穷大，因而积分 
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无意义.当況 A =： 0时，函数 e-^/2 的值（相对于一切 w 恒等于 } ，因 
而积分不可能绝对收敛.然而,我们有以下命题. 

命题 12.5.4 假设況 A 彡0且 jA | > c > ◦，其中 c 是某个正数，则 

积分 

厂 e^dx 

J — oo 

是一致收敛的.因而，作为参数 A 的函数，上述积分在 {A 6 C : 5 RA ^ 
0 且内是连续函数. 

证设0</?<5.因 


^_ e -Ax 2 /2 = —Axe - 
ax 


72 


通过分部积分法，我们有 

.5 


-Ax 


,2 dx 


-乂 ht e ~ Xx2,2dx 


= y- Vs 


e- AS2/2 4 


— Ax' 


X 2 


/2 dx 


当 況入彡 0，| A | > c >0 且 7? 彡 a : 彡 5 时， | e * Al V 2 | 彡 1 并注意到 



士4,我们有 


^! 2 dx 




4 


| A | i ? 




4 


同理可证 


-R 


^ Xx2/2 dx 


—S 




4 




4 


\X\R " 

在況 A > 0且 | A | 彡 C > 0的范围内，只要7?充分大，以上两个不等式 
的右端可以小于任何给定的正数.这就证明了命题中的积分的一致收 
敛性.因而，积分在 {A e C :況;^ 0且 A # 0} 内是；\的连续函数. 口 
下面这个结果是 Euler-Poisson 积分的推广，它的证明方法就是 


Gauss 计算 Euler-Poisson 积分（也称 Gauss 误差积分）的方法（参看 
§10.9 的第11题).为了方便同学，我们还是把它写出来. 
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命题 12.5.5 假设 5 RA > 0且 A # 0,则积分 

2tt\ 1/2 

匇， 


上式右端的平方根应是平方根的主枝，换言之， 


arg 


2?r 

T 


1/2 




证先考虑況 A 〉 0 的情形.利用 Pubini 定理和直角坐标与极坐 
标之间的变换，我们有 


「心 dx 


^,2 e ^,2 dxdy 


Mx 2 +V 2 )/2^ 


r Xr7 / 2 rdrde 


2 n 


dr = 


2丌 

T 


只要两边取平方根似乎就得到命题的结果了.问题是 .• 在所面临的问 
题中两个平方根中究竟应取哪一个？当 A > 0时，当然应取正根.由于 
积分是 A 的连续函数，我们应该取平方根的 主枝： 


~ Xx2 / 2 dx = 


2丌 

T 


1/2 


其中右端的平方根取主枝.当況 A > 0而 A # 0时，因上式左右两端 
(右端是平方根的主枝）都是 A 的连续函数，故上式依然成立. □ 

特别，我们有 

推论 12.5.1 对于 t >0, 有 


/ 2 dx = e^ 4 (27r/t)^ 2 


6 -^ / 4 ( 2 ^/ 0 1/2 


式中的 (2 tt /0 1/2 表示 2 tt /< 的正平方根. 

推论 12.5.1 中的两个积分称为 Fresnel 积分, Fresnel 在研究光学 
的问题时遇到了这样的积分.由推论 12.5.1 中的两个积分的公式，我 
们有 


{ tx 2 /2 )dx = (兀/亡) 1 / 2 , 


sin ( tx 2 /2 )dx = ( n / t ) 1 ^ 2 . 
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以前关于平方根的讨论只要稍作改动便能搬到 n 次方根上去.事 
实上，这个讨论也不难搬到指数函数的反函数（对数函数）上去.函数 
w == f 把 2 平面无穷多次重复地映到挖掉了点零的 t /; 平面 e C : 
u ， # 0} 上，每个与: r 轴平行的宽度为 27 T 的长条被映到挖掉了点零的 
复平面区域 {w € C •• w # 0} 上： 

e 2 = e x+iy = e 1 - e i?/ , e 0 ^y<e 0 + 2tt. 

e 2 的模是 # > 0 .当 y 由知递增至％ + 2 tt 时， e 2 绕着原点逆时针地 
转了一圈.当2 /再由00 + 2 tt 递增至％ + 47 T 时，绕着原点逆时针地 
再转一圈 . #的反函数 lnu ; 并非唯一确定地定义的.它是多值函数, 
同一个自变量对应的不同的值之间可以有也只能有一个 2 iTT 的整数倍 
的差数.像以前一样,我们有两种途径来处理这个麻烦.一个是把2平 
面看做 w 平面的无穷多层的覆迭,而每个 lnw 的函数都被理解成 2 的 
函数.这正是 Riemann 的观点.另一种较易理解的途径是把 w 平面 
用一条从原点到无穷远的曲线切开，例如沿负实轴切开，这样就有：在 
w = re il9 , r > 0， ~7 r < 0 < 7 r 上，对数函数 In ?/; 的主枝定义为 

lnu ; = lnr + i0 , 

其中 lnr > 0 . 对数函数 lniy 的其他分支与对数函数 hi 的主枝相差 
27 ri 的一个整数倍.除非作出相反的申明，以后本讲义中的 lnw 总是 
表示对数函数的主枝.在除去负实轴后的 w 平面上它是全纯的，且导 
数等于1/心有了对数函数 In w 的定义后，就可以定义任何复数的复 

数次幂 如下： 1 

w c ^ e c]aw . 

和以前一样，有两种的解释 .• 一 种是把它看成 w 的多值函数，即 
把它看成是2的函数.另一种是挑选这多值函数的一支，如对数函数 
lnw 的主枝.它在非正实轴以外的复平面上有唯一确定的值. 

留数定理的一个用处是它能帮助我们计算一些定积分.下面我们 
将举例说明它的用法. 

例 12.5.1 设 = P ㈤ / Q ( x ) 是有理函数，其中 Q 无实根，且 Q 
的次数不小于尸的次数加2,因而积分/ R { x)dx = r lim J R { x)dx 
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收敛.为了计算这个积分，我们在上半平面画一个以原点为圆心 r 为 
半径的半圆周 CV . 实轴上的由左到右的直线段 [- r , r ] 加上逆时针方 
向的半圆周 CV 构成一个正定向的回路.假若在 C r _ tQ 无零点，由留 
数定理，有 

R { x)dx + / R ( z)dz = 2 tti ^ res R ( z ). 

• J C r o* >o 

l*Kr 

因 g 的次数不小于尸的次数加 2, lhn r sup \ R { z )\ = 0, 又因半圆周 

00 zec r 

Cr 的弧长等于 Trr ， 故 


所以，我们有 


lim / R ( z)dz = 0. 

C r 


R ( x)dx = 2 n \ ^ res R ( z ) 


例 12.5.2 设 Ii(x 卜 P { x )/ Q { x ) 是有理函数，其中 Q 无实根.我 

们要考虑（反常 ）积分厂 e ] x R { x)dx = ^lim ^ •若 Q 的次 

数不小于 P 的次数加 2，°!： 述积分的收敛性可由例 12.5.1 的办法证得. 
但即使 Q 的次数等于 P 的次数加1，上述积分也是收敛的.这只要用 
一次分部积分法便可 得到： 

「 e ix R { x)dx = -ie ir i?(r) +ie_ ir ii(—r) + 厂 eM ， ⑻ dx ， 

—r y— r 

右端最后一项的积分中的 R \ z \ 当 z — oc 时将以 1// 的速度或更 
快的速度趋于零.为了计算这个积分，我们还用例 12.5.1 用的那条回 
路.但在估计半圆周 CV 上的积分时应作如下 调整： 记 2 = r # = 
r(cos0 + i sin 沒)，有 


e 


iz = e irc ° s0 e 一 


故 


R ( z)dz 


ine R{re w )Tie w d6 




iine \ R { re ie )\ rde . 
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因为 | fl ( re ，| r •有界，故只须估计积分 厂 e _ M d £ = 2 e - rRin 0 dO . 

但当0彡沒彡 7 r /2 时 sin0 彡 20/7 T (同学自行补证)，所以 



^ 2 re /7 T d 6 = (7 r /2 r)(l - o 



(r — > oo ). 


故半圆周上的积分趋于零，我们得到 



e lx R ( x)dx = 2 m ^ res ( e ' z R ( z )). 



例 12.5.3 设 R ( x ) = P ( x )/ Q ( x ) 是有理函数，其中 Q 可能有实 
根. 我们要考虑（反常）积分/°° e [ x R ( x)dx = r lim ^ 々丑⑷办•应 

注意的是,这个反常积分有两类^积分反常的奇点 :(1)^R 分限： too 处 


是奇点; (2) Q ( x ) 的实根处是奇点.若 fl ( x ) 在土 oc 处和 1/ z 同阶，作 
为实数轴上的 Lebesgue 积分可能无意义，但这个积分的 Cauchy 主值 


(参看例 11.7.3) 却可能有意义.在 Q ⑷= 0时，若 R ( x ) 在 a: = a 附近 
有和 l/(x-a) 相同阶或更高阶的奇点，这样的积分作为 Lebesgue 积 
分也无意义，但当它和 l/(x-a) 相同阶时，它的 Cauchy 主值（参看例 
11.7.3) 也可能有意义.下面仅以一个简单的例说明计算这类积分的主 
要思路.为了通过留数计算上述积分，我们把 函数甩 a ：) = P ( x )/ Q ( x ) 
和 e ix R ( x ) = e ix P { x )/ Q { x ) 的定义域由实数轴搬到复平面上，并将它 
们记做 R { z ) = P { z )/ Q { z ) ^ e iz R { z ) = e iz P ( z )/ Q { z ). ^ R { z )= 
4 /z + _ Rob )， 其中 Ro { z ) 在包含实轴的一个开集上全纯.为了计算上 
述积分，我们将被积出数中的换写成我们要用的回路和前两 


个例中的回路相比只作了如下修改：考虑到0是被积函数的奇点，我 
们把原回路中的 [- r , r ] 段换作如下三段之并:卜^^…^^ ㈨ 叶其 
中表示以原点为圆心 e 为半径的在实轴以下的下半平面的半圆周. 
整个回路上的积分等于回路包围的区域中的留数之和（包括极点0处 
的留数）的 2; ri 倍 d / z 在认上的那段积分应为 ttL 4, 而 Ro ⑷在认 
上的那段积分应为0⑷.故 e iz R ( z ) = e iz ( A/z + 办⑻）在认上的那 
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段积分当 e -> 0时的极限恰等于 e iz R { z ) = o iz ( A/z + R 0 { z )) 在极点0 
处的留数的 TTi 倍.所以我们有 


PV 


(/ 


R ( x ). 


+M/—:+f) 


R { z ) d . 


= lim 



i：y 


R ( z)dz - I e ] Z R ( z)dz 


= 2 niA + 2 m ^ res { e lz R { z )) - t^\A 

Oz>0 

= 7 rii4 + 27 ri res ( e iz R ( z )). 


作为特例，有 


因而 



e 11 


dx^j 







因为=是奇函数，上面的第一个等式是显然的.因为 rr = 0是函 
x 

数—的可去奇点，而在士 0 C 处被积函数^的反常积分是收敛 

的（请同学用 Dirichlet 判别法自行检验)，因此，上面的第二个等式中 
的 Cauchy 主值就是普通的反常积分的值，我们得到 



这是一个在调和分析中多次用到过的反常积分.我们已经通过（实变 
量）微积分的方法得到了的结果 （ 参看 §6.9 中第21题的 （ v )). 

例 12.5.4 设 R ( x ) = P ( x )/ Q ( x ) 是有理函数，其中 Q 只有一 
个一阶的实根0, Q 的次数不小于 P 的次数加 2. 我们要考虑（反常) 

积分 / x a R ( x)dx = lim [ x ( X R ( x ) dx 1 其中0 < o ： < 1. 应该指出 
Jo r -"°° Jo 

的是，在 [0 , oc ) 上是 Lebesgue 可积的，故这个反常积分就是 
Lebesgue 积分.为了计算上述积分，作换元 x = ( 2 ,有 
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r x a R { x)dx = 2 /°° t 2 a + l R ( t 2 )dt 
Jo Jo 

为了用复平面上的某回路积分来计算上式右端的积分,我们将上式中 
的实变量《换写成复变量又为了确定上式右端积分中的被积函 
数的多值的因子 Z 2 ' 我们在 Z 平面上沿着负虚半轴切一刀.在去掉 
了负虚半轴后的复平面上，2 = re ' 其中 -7 T /2 < 0 < 3 tt /2 .因而 

r 2 - e i2 ^, 其中 - qtt < 2 a0 < 3 a 7 r . 我们用如下四条曲线构成一 

个回路 ： L = [― r ， UD e U [e, r ] U 

C r . 其中认表示以原点为圆心 e 
为半径的上半平面中的半圆周，并 
约定顺时针方向为正 定向; CV 表示 
以原点为圆心 r 为半径的上半平面 
中的半圆周，并约定逆时针方向为 
图 12.5.1 正定向 （参 看图 12 .5.1).我们要考 

虑的积分是 



f z 2 ^ x R ( z 2 )dz = [ e z 2 a +' R ( z 2 ) dz + f z 2 a + l R ( z 2 )dz 
JL J_r JD e 

z 2 a + l R ( z 2 ) dz . 

当 r — oo 时，上式右端最后一个积分趋于零，理 由是： 

j c z2a ^ 1 ^{ z2 )dz ^ K x ——— = ， 



其中是个常数.相仿地，当 e — 0时，上式右端第二个积分趋于零, 
理由是 ：因为 Q 只有一个一阶的实根0,所以 


/ z 2 ct ^ l R { z 2 )dz 
Jd c 




e 2 


K 2 ^£' 


其中 & 是个常数.因此我们有 

27 ri ^ res ( z 2 ^ l R { z 2 )) 


,2a+l 


R ( z 2 )dz 



+ hz ) 2 a ^ l ) R { z 2 )dz 
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= (1 -e 


i2a7r 


) / t 2 Q ^ R { t 2 )dt 
o 


所以 


t^ l R{t 2 )dt 


2 tt \ 


一 e i2 


QTT 


[res ( z 2 a ^ R { z 2 )), 


e>z>o 


例 12.5.5 本例将用回路积分算出 sin 2 的因式分解公式（参看 
§4.5 的题] 4) .因 

c 

sin z = - 


一 e 


12 


2i 


故对于任意复数 A 我们有以下逻辑关 系式: 


sin 2 = 0 


所以，函数 


一 e- i2 = 0 


e 2iz - 1 = 


彐 n € Z(z = me ). 


cotz = 


cos 2 .e* 


e 


2 


sin 2 


一 e 


e 2i ‘ 


是个亚纯函数，它的所有的极点都是单极点（一阶极点)，构成了集合 
{ 0 , 士 7 T ， 土 27 T ， …，土 mr ，."}， 且在这些极点处的留数都等于 1 .当 2 与 
这些极点距离不小于一个正的常数时， coU 是有界的（请同学利用以上 
关于 cotz 的最后一个表达式自行证明这一点).特别，在以原点为圆 

oo 

心半径为 （n + 1/2 )tt 的圆周 C n 之并 U G 上 cotz 是有界的.当 

n =0 

z ^ ±nn (n = 0 , 1 ，…）时， 


Iim 


cotC 


dC = 0 . 


“ 2 

土 z 和 0 , ±7 T ， 士 27 T , …,土 mr , • • •是左端的积分中的被积函数的极点.被 


cotz 


积函数在土 Z 处的留数是而在 T 17 T 处的留数是因 
此有 


2 z 


cotz 


E 


n 2 7 T 2 - z 2 


= 0 . 


将上式稍加整理便得到 


1 ^ ^ 
cotz = - + 2 z 2_^ 


1 


z 2 — n 2 7T 2 
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右端的级数在 2 与那些极点 0 , 土 7 T ， 土 27 T ， …，土 717 T ， …保持正距离的区 
域上是一致收敛的.在这样的区域上，上式可写成 

lnsinz = -^-\ nz + ^ ^ \ n ( z 2 - n 2 n 2 ). 

等价地，有 ^ . 

£^ = E|^-nV). 

n=l 

0 是^的可去奇点（请同学补出证明的细节).沿一条连接 0 和 2 并 
与 0 , 土 7 T , 土 27 T ， …，土 nTT ， …保持正距离的曲线 C 上求积分后得到 
^ sinz _ = y ^[ ln ( z 2 一 n 2 7r 2 ) - ln (- n 2 7r 2 )]. 

^ n=l 

应该注意的是：这个公式中的对数函数 lri 是用公式 lnp = / 9 丄 dz 定 

J c g 

义的，因此，对数函数的值依赖于所选的积分道路.但不同的道路对应 
的对数函数的值只差 27 Ti 的一个整数倍，因此在两端求指数后得到的 
值并不依赖于积分道路.所以，我们得到以下公式： 

sin … n ( l -士) • 

n=l 、 / 

这个 sin 2的因式分解公式在 §4.5 的第14题中曾用（实变量的）微积 
分方法证明过. 


§12.6 复平面上的 Taylor 级数和 Laurent 级数 


由 Cauchy 积分公式可立即得到以下定理. 

定理 12.6.1 设 {/ n } 是有界 区域乃 上的一串全纯函数，且在£> 
的任何紧子集上函数列 {/ n } —致地收敛于函数/，则/在 D 上是全 
纯 函数; 且在 D 的任何紧子集上函数列 {/；；} 一致地收敛于函数尸. 

证对于任何 2 e D ， 选一圆周 C ， 使得 C 所围住的闭圆盘是 D 
的紧子集,且 2 属于 C 所围住的圆盘.我们有 


⑽=召 
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因在 D 的紧子集 C 上函数列{九} 一致地收敛于函数/，让上式两端 
的 n — oo , 有 

/(C) 






27Ti J C C - 

由引理 12.3.2，/ 在 D 内全纯.由定理12.3.3,有 


和 

再让 n — 00 ,我 们有： 在圆盘 G 上尨 一致地收敛于函数八其中 Q 
是与 C 同心但半径等于 C 的半径之半的闭圆盘.设 K 是 D 的紧子 
集，则有有限个如上所述的闭圆盘 G 覆盖 K ， 故在 K 上 一致地 
收敛于函 数尸. □ 

上述定理可以用级数的形式表述 如下： 

定理 12.6.1' 设 {/ n } 是区域 D 上的一串全纯函数，且在 Z ) 的 
任何紧子集上函数级数/( 2 ) = £ f n (z) 是一致收敛的，则/在上 

n— 1 

是全纯 函数； 又在 d 上 f(z) = E 且在任何 d 的紧子集上右 

端的级数是一致收敛的. n=:1 

定理 12.6.2 设函数/在区域 D 中全纯，又设 a e D ， 则 Tay- 
lor 级数 

f(a) + f\a)(z-a) + ^(z-a ) 2 + -..+ ^^(z-ar + ... 

在以 a 为圆心的完全包含于 D 内的闭圆盘上一致收敛于 f(z) y 而在 
以 a 为圆心的完全包含于内的开圆盘上收敛于 f(z). 

证让7表示一个以 a 为圆心的完全包含于内的闭圆盘的圆 
周.作为紧集的7与闭集的距离必大于零.因而有一个以 a 为圆 
心半径比 7 的半径略大一些的圆周 M 使得％围住的闭圆完全包含 
在 D 内.由定理 12.4.2 (全纯函数带余项的 Taylor 展开)， 
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f(z) = f(a) + (Z-a)f(a) + ^£/〃(《) + …+ 与 穿 广 1 ) ⑷ 


— (賴) ' 

上式右端的余项（最后一项）有以下估计. • 对于任何属于被7围住的闭 
圆盘的有 


(卜< 


m 


2vri & (《一 a)-(^ - z) 




^ (r .'| ；：： i ； n ， 1 SUpl/(.)l. 


其中 r 表示圆周 71 的半径.因为 k - a|/r < S < h 以上不等式的右 
端当 n — 00时在71围住的闭圆盘上一致收敛于零.故 Taylor 级数在 
被71围住的开圆盘上一致收敛于 f ( zY 因而在以 a 为圆心的完全包 
含于 D 内的闭圆盘上一致收敛于 f ( z ). 因为任何以 a 为圆心的完全 
包含于 D 内的开圆盘是可数个以 a 为圆心的完全包含于 D 内的闭圆 
盘之并，因而在以 a 为圆心的完全包含于 D 内的开圆盘上 Taylor •级 
数收敛于/ ⑷. □ 

定理 12.6.3 设函数/在区域£>中全纯，其中 D 表示如下的环 
状 区域: D = { zeC : R l <\ z - zo \< R 2 }- 今设2 A 则我们有 


f ( z ) = S - 2 o) n ， 


其中 


注 

级数. 




/(C) 


(C 一 zo) n ^ 


dC, 


Ri <r < R 2 . 


定理 12.6.3 中的级数称为 D 中全纯函数/的 Laurent 


证为了方便，在下面的讨论中我们不妨假设％ = 0.因/在环 
状区域 D 中全纯，设 Ki < n <㈤ < 7*2 < /?2,由 Cauchy 积分公式我 


们得到 



( 12 . 6 . 1 ) 



由于等比级数 
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/(C) _ /(C) 
C 


OC / \ 

5 (?) 


在圆周 {C e C : Id = r 2 } 上是一致收敛的，我们有 


2 ?ri 


ICI=* 




Kl=i 


00 1 


/(C) 


相仿地，我们还有 


2n\ 


L, 


/(C) 


27 Ti ；| C|=r2 C 




dc 


( 12 . 6 . 2 ) 




2 ?ri 


Kl 


mc j dc= E z^ { 


m 

27 ri ^iCl=n C n+1 


d (：. (12.6.3) 


将 （12.6.2) 和 (12.6.3) 代入 （12.6.1), 注意到 Cauchy 积分定理，把积分 
问路14 = n 和|«2：| = r 2 换成= r 并不改变积分的值： 


/(C) 


d ( 


/(C) 


召 J KI = : n S ~"2^ J [a=r 


dC , 


ICI= 


2^ L - r , C^ dC 


/(C) 


dC . 


(12.6.4) 


(12.6.5) 


io=r 2 v-- 2 tti y KI=r 1 
将 (12.6.1),(12.6.2),(12.6.3),(12.6.4) (12.6.5) 结合起来， / 的 Laurent 

级数表示式证得. 口 
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设/(4 = u ( x , y ) + iv ( x , y ) 是区域 DcC 中的全纯函数,则它的 
实部?/与虚部〃满足 Cauchy - Riemann 方程 

du _ dv du dv 

dx dy ’ dy dx ' 
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由于_在 D 中也全纯，它的实部与虚部也满足 Caudiy - Riemann 方 
程，而 


df — du .du 

a% 


dv .dv 

di +l di 


故 


A d 2 u d 2 u d 2 v d 2 v 

+ V Av ^dx^ + d^ = ° 


其中 △ 是二元 Laplace 算子.我们愿意将 Laplace 算子的概念复述如 
下（参看 8.8 节题 12). 

定义 12.7.1 在区域 DCR 2 内的二阶微分算子 

a _ 护 _ a 2 

A ^d^ + dy^^ i d^ 

称为 Laplace 算子.在区域 D CK 2 上满足以下的 Laplace 方程 


A d 2 u d 2 u ^ 

Au ^d^ + d ^ =0 

的二次连续可微的（实值或复值的）函数 u 称为区域 D 上的调和函数. 
区域 D 上的调和函数〃称为调和函数 tx 的共轭调和函数,假若它们 
满足 Cauchy-Ricmann 方程 

du _ dv du _ dv 
dx dy ' dy dx ' 


注若 v ( x ， y ) 是 u { x y y ) 的共辆调和函数，则 一 u ( a :,?/) 是 v ( x ， y ) 
的共轭调和函数. 

根据前面的讨论，我们有 

定理 12.7.1 设/⑷= u ( x , y ) + iv ( x , y ) 是区域 D C R 2 上的 
二次连续（二元实变量的）可微函数，则它是全纯函数的充分必要条件 
是： /的虚部是实部 u 在 D 上的共辗调和函数. 

例 12.7.1 f { z ) = e z = e x (cosy + isin y ) 是整个复平面 C 上的 
全纯函数（在整个复平面 C 上全纯的函数称为整函数)，故 Psiny 在 
R 2 上是 e ^ cosy 的共轭调和函数. 

例 12.7,2 f ( z ) = \nz = Inr + i 0 在去除了正实半轴后的复平 
面上全纯，其中 r = y / x 2 + y 2 和 0 = arctan ( y / x ) + 2 mr，n e Z •故 



全纯函数与二元调和函教 


t /( r ，0) = 


axctan ( y / x ) + 2 n 7 r 是 | ln ( x 2 + y 2 ) 的共辄调和 函数. 

例 12.7.3 考虑在圆盘 { zeC :\ z - z 0 \< p } 上的全纯函数 

pe ia + ( z - zp ) — p 2 - r 2 + i 2 rpsin(g - a ) 

2 pe ia — (2 — zo ) p 2 + r 2 — 2 rpcos (沒一 a ) ’ 

其中 2 = 2o + rc i 0 , p 和 a 是给定的常数.以下的 r ( r ，0) 是命，0)(用『 
和0表示的）的共轭调和 函数： 

u(r g 卜 P 2 ~ r2 v(r e) = —_ ^psin(e-a )_ 

▼， …- + r 2 一 2rp cos (沒一 a ) ， 1 ， U ) - p 2 + r ^2 rp cos (0 - a )• 

我们很自然地要提出这样一个问题:区域 D 上给了一个调和函数 
在 D 上是否存在一个 u { x , y ) 的共辄调和函数 v { x , y ) l 这个 
问题的一个等价的提 法是： 区域 D 上给了一个调和函数 u (: r ， y ), 在 J 9 
上是否存在一个全纯函数/⑷，使得 u ( x ， y ) 恰是/⑷的实部？换言 
之，给了 D 上的调和函数 iz ( x , y ), 能否找到函数 v { x , y ) 满足 Cauchy - 
Riemann 方程： 

dv 一 du dv — du 

dy dx ’ dx dy 

这个问题的另一个等价表述是：以下的方程组有解否？ 

芸 = /)( x ‘ ^ = Q ( x , y ), (12.7.1) 

其中 


尸(工，2/)， 


(12.7.1) 

du 

= 飞， 

Q ( x ， y )=!. 

(12.7.2) 


作为二元调和函数的两个偏导数的 Q 和 - P 在 D 上都是连续且满 
足以下方程的 •. 

f ㈣. 3 ) 


8 P 

dy . 


用微分形式的语言来表示,方程 （12.7.3) 可改写成 


d(Pdx + Qdy ) = 0, (12.7.3)， 

换言之，一次微分形式 Pdx + Qdy 是闭形式(参看 §10.8 的公式 (10.8.10) 
之后的一段讨论).我们知道恰当形式必闭.下面我们要 研究： 在什么 
条件下闭形式必恰当？为此我们先引进一个概念. 
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定义 12.7.2 假设 D 是复平面上的一个区域， 若有一点 z 0 = 
xo + iyo€D 使得，对于任何 z = x + iy€D 和任何 A e [0, lj , 都有 
Az 0 + (1 - X)z G D , 则区域 D 称为以 zo 为中心的星形区域. 

特别，复平面上的凸区域是星形区域.因而圆盘，椭圆盘，长方形 
和平行四边形等都是星形区域. 

记 [ Z0}Z ] = {C = A ^ 0 + ( l - X ) z : Xe [ Q ) l ]}, 它是连接勿和 z 的 
直线段，从到2：的方向定义为 [ Z 0 , Z ] 的正定向. 

定理 12.7.2 假设方程组 (12.7.1) 的系数满足条件（12.7.3)，又 
设 D 是个星形区域，％是星形区域 D 的一个中心，则用以下的线积 
分的形式表示的函数是方程组 (12.7.1) 的一个解： 

H x ， y )= P { x , y)dx + Q ( x y y ) dy . 

A z o ^] 

证记 2 = x + iy ， z + e = (x + e ) + iy . 只要选 £■ 为一个充分小 
的正数，使得以2为圆心 e 为半径的圆盘完全包含在 D 内，则我们有 


v{x + €, y )- v { x , y ) 


P ( z ， y)dx + Q ( x , y ) dy - / P ( x , y)dx + Q ( x , y)dy 
1^0,^+e) J[zo t z] 


P (工， y)dx + Q ( x , y ) dy + / P ( x , y)dx + Q ( x , y ) dy , 
T Jlz ^ z + e ] 


其中： T 是由勿 ， z + e , 2 确定的三角形的周边 .•: + + 

£,^] u [ z ^ o ], T 的定向恰如这三点 初 ， z + e , z 的 顺序. 考虑到条件 
(12.7.3), 利用 Green 公式（参看方程 (10.8.25)), 我们有 

二 p ( x ， y) dx + Q( x ^ v) d v = 0 - 

故 

dv v{x + e,y)-v{x,y) 

TT — - 

OX e-*0 E 

=lim i / P(x, y)dx + Q(x, y)dy = P(x，y). 

£ ^ 0e J\z,z+e] 


同理， 
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瓦，，办 D 

注1定理 12.7.2 的结果是所谓 Poincare 引理的特殊情形，后者 
将在第15章中介绍.我们在这里先介绍这个二维平面上的特殊情形 
是为以后用抽象语言表述的 一般情 形的证明提供个背景材料. 

注2定理 12.7.2 的结论在一般的非星形区域上未必成立.这可 
由下例说明.•在 = 上以下的微分形式是闭而不恰当的： 

xdy — ydx 

它的闭性较易证明.它的非恰当性可用如下的换元 得到： 
x = r cos 9, y = r sin 6. r 〉0， 9 e [0,27 r ). 

经过上面的换元，有（请同学自行完成这个回拉运算） 

to = d6. 

记7为以原点为圆心，任何正数为半径，逆时针方向为正定向的圆周， 
则 



若 a ; = d /， 其中/是 [/ 上的一个连续可微函数，则由曲线积分的 
Newton - Leibniz 公式，我们有 

/ a ; = / d / == 0. 

•/ 7 Jy 

这个矛盾证明了 0；的非恰当性. 

但是利用定理 12.7.2 的结果我们有以下 推论： 

假设方程组 (12.7.1) 的系数满足条件 (12.7.3), 又设 e A 则在 
^0的任何星形邻域中方程组 (12.7.1) 有解，而且在勿的任何星形邻域 
中方程组 (12.7.1) 的任两个解只差一个常数.应注意的是^总是有星 
形邻域的. 

注3 定理 12.7.2 的结论在所谓的单连通的区域 D 上是成立 
的.单连通区域 D 是指满足以下条件的区域 :对于 任何连续的封闭曲线 
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C ={ zeD:z = /(«), 0 彡 f 彡 1} (曲线称为封闭的，若 /(0) = /(I ))， 
其中/是连续的复值函数，必有连续映射丨0, 1] x 丨0, lj — 使得 

[0,l](F(0 7 i) = / ⑴ ) ， V«G [0,1](F(1,<) = const-). 

单连通概念的一个较直观的描 述是： 复平面上的区域 Z ) 是单连通区 
域的充分必要条件是： D 内任何简单 （ B 卩，不自相交的）封闭曲线的 
内部都在 D 内.这儿又牵涉到封闭曲线的内部这个概念，它又要用到 
Jordan 曲线定理.本讲义不想讨论这些拓扑问题的细节了.对于本讲 
义来说，星形区域已够用了. 

假设 u(x,y) 是开圆盘 D = {z e C : \z-zq\ < R } 中的一个调和函 
数，根据定理 12.7.2, 在开圆盘 D 中有 u(x ， y) 的共轭调和函数 v( Xl y). 
函数 /( z ) = u{x,y) + \v(x, y) 是开圆盘 D 中的全纯函数，它在开圆盘 
D 中应该有收敛的 Taylor 级数 表示： 

oo 

/⑷= 5Z(a n + i/3n)(z - : 0 ) n . (12.7.4) 

n=0 

记 z-zo = pc l( \ 函数 tx 和 t ; 可以用 p 和 a 表示 : u ( a :， i /) = w ( p ， a )， v(x,y) = 
v(p,a) (通常，函数 u 表示一种对应关系，因而 u{x,y) = u ( p ， a ) 这样 
的写法是不妥当的，应改写成 u{x,y) = u( Pl a). 但为了不使符号太繁 
琐，我们还是用 u ( x , y ) = u(p,a) 这样的写 法). 方程 （12.7.4) 用实部和 
虚部分开表示，便得到在 D = {( p , a ) : p < R } 上收敛的如下两个级数: 


(p ， a) 

=Qo + y^(a n cos na — P n sin na)p n ， 

n=l 

(12.7.5) 

(p ， a) 

oo 

=Po + ^2 (^ n cos na + a n sin na)p n . 

n=l 

(12.7.6) 


把以上结果用到例 12.7.3 中在开圆盘 { 2 eC : b - z 0 |< p } 内的 
全纯函数 


pe 1Q + { z - z 0 ) 一 p 2 — r 2 + \2rpsin(6 - a) 

^ Z pe ioc 一 (2 — zo) p 2 + r 2 - 2tt9cos( 0 — a) 

上（应注意 的是： 上式中的 z - z 0 = re ^ R 0^ r < pl 我们有 
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= -1 + _ 2 ^i Q — = l +2 f ； ⑽ 

pe la - { z - z 0 ) pe la - (z - 20 ) ^ P n 

Tl — i 

由此得到在开圆盘 { zeC :\ z ^ zo \< p } 内的任何紧子集上一致收敛 
的级数： 


況 [0(2)1 = 


P 2 - — 

p 2 + r 2 - 2 rp cos (沒 _ a) 




n 

cosn(^-a), (12.7.7) 


聊 (z ) 卜 


2rpsin(0 — a) 
p2 + r 2 — 2rp cos(0 — a) 



sinn(0-a). (12.7.8) 


现在我们回来考虑一般的调和函数 u( Pl a ) 和它的共轭调和函数 
v ( p , a ) 的展开 （12.7.5) 和 （12.7.6). 它们事实上是 tx ( p ， a ) 和 v ( p , a)(p 
看成参数， a 看成自变量）的 Fourier 级数展开，由 Fourier 级数的系数 
公式得到 


a 0 


^ / u { p , a ) da , a n = 


^P n Jo 


u(p,a) cos nada (n 彡 1) 


*2tt 


0 n = 


7rp n 


u(p,a)sin nada (n ^ 1), 


(12.7.9) 

(12.7.10) 


将 （ 12.7.9) 和 (12.7.10) 代入 （ 127.5) 和 (12.7.6) 并利用 （ 12.7.7) 和 
(12.7.8) 便得到 


1 r2n 00 / j r2n 

u(r^9) =— / u(p,a)da + r n ( - / u(p, a) cos nada cos nd 

Jo ^ K^P 71 Jo 

i \ 


^ P n Jo 

'27 T 


u(/9, a) sin nada sin nd 

oo / \ n 

1 + +2 [ ( 二 ) cos n(0 - a) 

n=l 


2 W 。+’ Q) 

2 丌 ./o ?i ("’ p 2 + r 2 - 2 pr cos (0 - a) 


da 


^ 10^7 1 1 \ 


和 
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( 1 /*27T 

v(r y 6) =/3 q + y] rU ( -/ u(p, a) sin nada cos n6 

n=1 V ^ P n Jo 

1 f 2ir \ 

+ J u(p, a) cos nada sin n0) 


=A) + 


hi +， a )[ 2 |^) 


da 


00 + i J:'M 丁^ ^~^ a . (12.7,2) 


p 2 + r 2 — 2 prcos (6 — a ) 


应强调的是，公式 (12.7.11) 是调和函数 u 在开圆盘 {zGC : \z-zo\<p} 
内的值通过 u 在圆周 {zeC:\z-zo\=p} 上的值的积分表达式，而 
公式 （12.7.12) 是 tx 的共轭调和函数 V 在开圆盘 { zeC :\ z ^ z 0 \< p } 
内的值通过 u 在圆周 {zeC:\z^z 0 \ = p) 上的值的积分表达式. 
公式 (12.7.11) 右端的积分称为函数 u ( p ， a ) 的 Poisson 积分，而调和 




ja 


+ (^ ~ :()) • 
—(卜2 0 )_ 


P 2 - T 2 


+ r 2 一 2 pr cos (0 — a ) 


称为 Poisson 核，当 p = 1( 而0 — a 用 w 表示）时，这个 Poisson 核我 
们曾在研究 Fourier 级数的公式 (11.1.3) 中见过.由此可见，调和分析 
与复分析有着密切的联系.历史上 Weierstrass 就是用调和分析的方法 


研究复分析的. 


正像方程 (11.1.4) 后所讨论的那样，我们有以下命题： 

命题 12.7.1 Poisson 核有以下 性质： 对于任何 r e [0, p ) 和任何 

0 e R ， 我们有恒 等式： 


丄广 

2丌乂 


p 2 - r 2 


p 2 + r 2 — 2 pr cos (0 — a ) 


da . 


证只要在 (12.7.11) 中让 u { r ,9) = l 便得. □ 

注参看方程 (11.1.4) 之后关于 Poisson 核的三条性质中的第 
二条. 

若实值函数 p ( a ) 在 [0, 2 tt ] 上是一个连续函数，且= (^(27 r ). 
这时以下的积分表达式称为函数 W 的 Poisson 积分： 
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他 0) = (12713) 

其中0彡 r<p 而 

这里我们并未要求 if ( a ) 等于某调和函数 u { r , a ) 在 p p 时的值. 

我们还有以下结论： 

命题 12.7.2 由 (12.7.13) 定义的函数 p 的 Poisson 积分 ^( r ? 9) 
在 {( r ,9) ： 0 ^ r < p , 6 € R } 内是个调和函数，又当0彡 r < p 且 
( r ，0) — { p } a ) 时，分 ( r ，0) — < p ( a ). 

证 舞， 0) 在 {( r ，0) : 0 ^ r < p } 上是个调和函数的论断可以通 
过积分号下求导数（应用 Lebesguc 控制收敛定理）得到.当0 < r < p 
且 ( r ，0) — ( p ， a ) 时，矽 M ) 一 ip ( a ) 的论断可以像方程 （11.1.4) 后所讨 
论的那样（并注意到 p ( a ) 在 [0 ? 2 tt ] 上是一致连续的且以 2 tt 为周期的 
周期函数）地给予证明. □ 

我们已经说过,调和分析与复分析有着密切的联系.下面我们将说 
明， Poisson 积分公式是可以由 Cauchy 积分公式推得的.在圆周上的 
Cauchy 积分公 式是： 在包含闭圆盘 - z 0 \^ p 的一个开集上全纯的 
函数/当 - 洲< p 时有以下表 示式： 


f{z) = 


— m_ 

2 丌 i J\c^z 0 \=p C 一 2 


dC 


(12.7.14) 


记 


+ 


芝一芝 o 


显然/ 在闭圆 師-…之外，因而函数涔在包含圆盘 
k - p 的一个开集上解析•由 Cauchy 定理， 


— /(0 
2 丌 i 人 一 2o |=p C - 之 * 


dc. 


(12.7.15) 


从 (12.7.14) 中减去 （12.7.15) 后得到 
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2 tt 


= 7T f(zo + pen 


2n 


o 


re i(Q_0 ) 


p — 七 ( 设一 0 ) p — re^ Q ~ e ^ 


P 


da 


f(zo + pe ia ) 


P ‘ 


da. 


2 tt J 0 , p 2 + r 2 — 2 prcos ( d - a ) 

只要把上式的实部单独写出，便得到 （12.7.11). 这里清楚地显示了复 
分析与调和分析之间的紧密联系. 

由 （12.7.11) 和 （12.7.12), 我们有 
" 、，1 广 / ,p 2 - r 2 + i(2prsin{e - a)) J 

f a + sj 0 +’ Q ) . w :— ‘ 

•没丄 1 、 pe ia + b 一 勿) 

= 乜 (p，W 


-(2 - z 0 ) 


da. 


(12.7.16) 


这个公式称为 Schwarz 公式， 它将一个全纯函数在圆盘内的值通过它 
的实部在圆周上的值表示出来. 

作为公式 （12.7.11) 在 r = 0时的特例，我们有以下的平均 值公式 


1 f 2n 

u(x 0 ,yo) = J ot)da 




2^ 


u(x 0 + pcosa.yo + psin a)da. 


0 


这就是说，调和函数在圆盘中心的值等于它在圆周上的值的平均值. 

在许多物理和连续介质力学的问题中常遇到如下的 问题： 

G C C = R 2 是个具有光滑边界的有界区域，在 3 G 上给了- 
实值的连续函数 p 我们要寻求一个在5上连续且在 G 内调和的函 
数 u { x , y \ 使得它在犯上的限制恰等于 p 
这个问题称为 Laplace 方程 

d 2 u d 2 u . 


在区域 G 上满足边条件 


dx 2 dy 2 


\dG = ^ 


的 Dirichlet 边值问题. 

最简单情形的 Dirichlet 边值问题是这 样的： 假设 G 是个开圆盘 

{z € C : |z — 2：ol < 丑}，则 = {z G . C ： \z — Zq \ = R } == {z = 
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z 0 + 尺 C ia : 0彡 a < 2 tt},(p = ^( a ) 是闭区间 [0,2 tt ] 上的连续函数，且 

^(0) = P(2 丌 ). 

记 2 ： = 2o + re ia , 其中0彡 r <兄令 

吨， 0 卜 - /: 一) UW ^rLre^) da ' r<R - 

由命题 12.7.2，ii 是 Laplace 方程在 G 上的 Dirichlet 边值问题的解.这 
个解是通过边值 P 的 Fourier 级数的 Poisson 求和获得的.这又一次 
说明了 Fourier 级数， Laplace 方程的 Dirichlet 边值问题及复分析之间 
的联系. 

以上只得到了圆上的 Laplace 方程的 Dirichlet 边值问题的解.这 
个解是用 Poisson 积分具体地表示出来的.从这里开始数学的发展分 
为两个 方向： 一方面继续探索比圆更复杂的各种特殊的区域（椭圆，三 
维或 n 维的球，椭球，三维圆柱等）的 Laplace 方程（或其他方程）的 
Dirichlet 边值问题（或其他边值问题）的解的明显表达式.这样引进了 
许多特殊函数与正交多项式等数学工具，它们深受把数学作为探索和 
利用大自然规律的物理学家及工程师们的欢迎.另一方面则是研究非 
常一般的区域上的 Laplace 方程的 Dirichlet 边值问题（或其他方程的 
各种边值问题或初值问题）的解的存在性和唯一性.这时并不存在解 
的明显表达式，只是证明了解在某个数学结构中逻辑上的存在性.这 
刺激了 20世纪像泛函分析这样的数学分支的发展.这种发展常使数学 
以外的学者感到困惑.据说，纯粹数学与应用数学就是从这里开始分 
道扬镳的.同学们将有幸看到21世纪这分道扬镳的一对会如何发展 
和演变.愈走愈远？还是殊途同归？确切些说，哪些部分将愈走愈远? 
哪些部分则殊途同归？能目睹人类对大自然规律探索过程的曲折发展 
应是一大乐趣. 

§12.8 复平面上的 r 函数 

我们在例 6.7.3 中是用以下的积分表达式引进 r 函 数的： 对于 
x >0, T 函数在 x 处的值定义为 
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T { x )= rt x - l e - l dt . 

Jo 

当时只对正实数0：给出了 r 函数的值.事实上，对于满足条件> 0 
的 2 e C ， 下式右端的积分 



也收敛.因此，也可以通过这个公式将 r 函数的定义域扩充到复平面 
的右半幵平面 e c : > 0 } 上.不难看出，如此扩充了定义域后 

的 r 函数在复平面的右半开平面 { zec ：^ z > 0} 上是全纯的.这个 
全纯函数的定义域还可扩大，但已不能用以上的积分来表示，因为这个 
积分在左半开平面 {z e c ： ^ < 0 } 上便发 散了. 但是，在 §6.9 的第 
27题的 （ iii ) 中还有一个 r 函数的 Gauss 表 达式： 

r { z )= lim ~~~—— 
n—oo z(z + 1) • • • (z + n ) 

下面我们要证明：上式右端的极限当 z 0 {0, _1， - 2, • • • ， - n ，• • •} 时存 
在且 有限. 上式自然就成为 r 函数在（除了非正整数点外的）复平面 
上的定义的一个很好的候选者.在正式引进 r 函数在复平面上定义之 
前先介绍几个关于无穷乘积的命题（关于无穷乘积的知识请参看 §12.9 
的第19题). 

命题 12.8.1 以下的无穷乘积 



对一切2 e c 收敛，且代表一个 c 上的整函数（在整个复平面 C 上 
的全纯函数称为整函数)，其中常数7是由下式定义的（参看 §6.9 的第 
7題的 （ ii ) 和第26题的 ( xi )): 



= 0.5772157 …， 


而且这个整函数的零点全 体是： {0, -1， - 2,…， - n ， … }. 

证给定了 z e C , 选一个 iV e N , 使得 | z | 彡 N /2 , 则对于任何 
n 〉 iV ， 有 
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II 






▲ 


1 W 


1N 2 


由 Weierstrass 优势级数判别法（定理 4.4.3) 可知，级数 


E 



Z 

n 


在 e C : | 2 | 彡 N/2} 上一致地绝对收敛，故该级数在 {zec ： \z\^ 
N /2} 上代表一个全纯函数.它的指数函数 




在 k G C : |爿< N /2} 上代表一个全纯函数，所以 



在 {z € C : < N /2} 上代表一个全纯函数.由于 TV 的任意性，这个 

无穷乘积在整个复平面上是个整函数. 

又因指数函数# = e " • 在复平面上是无零点的，因此 



^ E { zeC :\ z \^ N /2} 上无零点•故 
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^ E { zeC :\ z \^ N /2} 上的零点全体是 {0, 一 1 ，一 2 ,…，一 [AT/2j} •由此 
证得： 上式所代表的整函数的零点全体是{0, -1，-2,…，- rv.l 口 
命题 12.8.2 对于一切 zeC y 我们有 



证先计算左端的无穷乘积，我们有 


-n 


Z 

+ — le 
n 


= z 


lim 




A ^ n {( : 

. n=l 、、 


Z 

- le 
n 


=z lim 


e (i+|+".+ 卜 l n<7 )z JJ 



z 

- ic 
n 


=z lim 


n 


z 

n 


= 2 lim 


=z lim 


n{(-3(-91( 


求两端的倒数并注意 ( i + iy = i , 便得命题所要的结论 
命题 12.8.3 对于一切 zeC , 我们有 


lim 

n—*oo 


U Z Tl \ 


z(z + 1 ) … （2 + n) z 




证因为上式右端无穷乘积的部分积可改写成如下 形式: 



= ^^ rU ( 1 + -n 


(k + i) z k\ = k z k\ {k + iy 
z(z + l)---(z + k) z(z + l)--(z + k) k z 



=1, 命题所要的结论证得. 


并注意到 lim ^-^ = 1, 命题所要的结论证得. 

fc—oo K 

现在我们可以在复平面上给出 r 函数的定义了. 


定义 12.8.1 当复数4 {0, —1, -2,…，一 n ，•••} 时,复平面上的 

r 函数在2处的值定义为 

、 .. n z n\ _ 




( 12 . 8 . 1 ) 


将命题12.8.1，命题 12.8.2 和命题 12.8.3 结合起来，我们得到如下 
的 定理： 

定理 12 . 8 . 1 函数 l/r(z) 在复平面 C 上是整函数，且 


W ) 






( 12 . 8 . 2 ) 


注 Weierstrass 就是通过公式 (12.8.2) 引进 r 函 数的. 

推论 12.8.1 T(z) 在复平面 C 上是亚纯函数.它的奇点全体是 
-1, - 2, — n , •••}， 且奇点都是一阶 极点. 

证根据命题 12.4.1 得到. 口 

由于 r 函数是整个复平面 c 上的亚纯函数，它是以前只在正的 
实半轴上定义的 r 函数的（唯一确定的）解析延拓.以前证明了许多 
(对只在正的实半轴上定义的 r 函数适用的）公式.只要公式两端都 
可以解析延拓成整个复平面上定义的亚纯函数，这些公式对于现在整 
个复平面上定义的亚纯函数 r 也成立.这是因为公式两端都是半纯函 
数，且在正实半轴上两端相等，因此在奇点以外它们都相等，且两端的 
奇点应是一样的. 

例如，以下三个公式（递推公式，倍元公式和余元公式）在复平面 
上除孤立的奇点外都 成立： 

Vzgc\(z\n) (i> + i) = zr ⑷)； 


Vzec\[(z\N)/2] r(^)r 


2j ^ 2 2z - 1 


r ( 2z ) 


v ,, c\z F (,) r ( i -,)_ 





其中 A : 是满足不等式 — A : >況 2 > -fc — 1的整数.不难看出，右端第一 
个积分是收敛的.由发散积分的 Hadamard 有限部分的定义，便得到 
公式： 


t z ~ l e~ l dt 




证设 


f 2_1 e " e dt , 若3?2>0, 


1 、 2( 之 ）= 


Pf . / t ^ e ^ dt , 若沁<0且沁不是小于或等于零的整数. 
Jo 


当沁 > 0时,显然 r 2 ( z ) = r ⑷.以下讨论佑 < 0且似不是小于或 
等于零的整数的情形.令 A : 是满足不等式 — k >3 h>_k — l 的整数， 
通过分部积分我们得到 

『 2 ( 2 ) = 乂 广 1 ( e_< - 1 + 4 - I + …+ (-1 产 


= 钎 - w^".+(or 

+ ~zl tz ( e 匕 1+ 卜 €+… +( — 

因況 z < 0 < + A : + 1，等式右端第一项（方括弧中的项）等于零, 

所以有 

= - r 2 (2 + 1). 

Z 

当珩 < 0 < 珩+1时，我们有 

zT(z) = r(z + 1) = r 2 (2 + 1) = zT 2 {z). 

因而 ，拓 < 0〈於 z + 1 时,我们有 


T(z) = T 2 {zy 

反复使用这个办法，我们 得到： 对于任何满足条件< -1 且況 z 不 
是零或负整数的 A 有 
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r (和 r 2 ( z ) 


广 l ( e -« 一 l + f 一 ^4—. + 卜1产+1竺1也 □ 




注因为 r 函数在复平面上的值是它在正实半轴上的值的解析 
延拓， r 函数在正实半轴上的定义中出现的积分对于左半复平面上的 2 
便成为发散积分,这个发散积分的 Hadamard 有限部分可以定义如下: 
积分对应于使积分收敛的参数2的值是个2的函数，这个 z 的函数 
的解析延拓便是发散积分的 Hadamard 有限部分.这个事实对于一般 
的发散积分的 Hadamard 有限部分在一定的条件下也是适用的.本讲 
义不去讨论它的细节了.同学们可参考介绍广义函数的有关书籍，例 
如, [25], 

以上的 r 函数的积分表示中的被积函数的形式随着 z 变化而变 
化.下面我们要推导另一种 r 函数的积分表示式，它的被积函数的形 
式不随 Z 变化而变化.为此考虑以下的回路积分 

f H 广 1 

Jn 

其中是从正实数 p 出发沿着实数轴到正实数6,然后沿着以数0为 
圆心的圆周逆时针方向转一周回到乂再沿着实数轴回到 p 的回路（见 
图 12.8.1) •在 D 上，- tt 彡 arg (—0 < tt •由于 ㈠ 广 1 在以 ◦ 为边界 
的圆盘内非全纯（事实上是多值函数)，故积分非零.为了使多值函数 
(- ty - 1 所取的值确定，我们作如下约 定：在 f 的复平面上沿着正的实 
半轴切一刀，在切了这一刀后的复平面上我们要求函数满足 
如下 条件： 

广 1 =少- 1 ^、 当 < 取负实数值时，取实数值. 



VI/ 


图 12.8.1 回路 D 


换言之 ，< = \ t \ e lG {0 <6 < 2 tt ) 时 ，一 t = \ t \ e ^ (一 tt < 0 < tt )， 其中，办= 
e - T ：. 所以， ln( -= In ㈨ + h?. 由 Cauchy 定理，这个沿 Z? 的积分等 
于沿以下三条路的积分之和： （1) 从 p 到 J 的直线段，其中0 < 5 < p ; 




(2) 从正实数 5 出发沿着以数0为圆心的圆周逆时针方向转一周回到 
5的 回路； （3) 从5到 p 的直线段.在这三条路上，我们有 


[ e - 吨 - 1 )广\当 f 在第一条路上时 
(-^ 1 = | 当 f 在第二条路上时 

当<在第三条路上时 


arg (-<) =-丌， 
-t = e ^ d , 
arg (- f ) = 7 T . 


值得强调的是，上式及以下的讨论中我们总是约定：当 a > 0时， V == 
其中 lna 就是取实数值的 hm 的分枝.所以 Z ) 上的曲线积分是 

J = j: 

+ r ((5e i ^) z - 1 e d(cos,,+isiri ^ ) (Je i ^idt9 + ^ 


=—2 isin (7 rz)y t z - 1 e—dt + iS 2 j e ^ +(5( cos ， Hisin ,9) rft ? ( 

今设 > () .让 5 — 0,上式右端第二项趋于零，我们得到 


再让 


J {- t ) z ~ l e~ l dt = -2 isin (7 T 2：) j t z ~ l e l dt . 

我们有 

[(- t) z l e~ f dt = -2\ sin (7 rz ) [ t z l e ~ f dt , 

lc Jo 


其中 C 是 D 的极限路线（如图 12.8.2 所示).因而当況 2 > 0且4 Z 
时，有 ! r 

r ( 2 )=-^X(^n 

由于右端积分的道路 C 不经过点0又不与正实半轴相交,它对于任何 
Z 都收敛，且代表一个全纯函数.所以上述公式对于任何2 _ z 都成 
立.我们证得了以下的定理. 



图 12.8.2 回路 C 
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定理 l 2 .8.2( r 函数的 Hankel 积分表示）对于任何 2 _ Z ， 以 

下等式 成立： 

推论 12.8.2 对于任何 z 《 Z , 以下等式 成立： 

证在 r 函数的 Hankel 积分表示 


r(z) = - 

中让 2 用1- 2 代入后得到 


2 i simrz J c 






c 

将 r(i - z ) 的这个表式代入 r 函数的余元公式 

丌 


r(2 ： )r(i — 2 ) 


8lti 7TZ 


后，我们有 


~ r{z) 2d^~ z 

稍加整理便得推论中要证的等式. 


§12.9 习 


题 


证明命题 12.1.1. 

提示：复自变最的幂级数可以看成二元实自变量的幂级数: 


f{z)=^2a n {x + \y) u = ( n I r x"y 

K 


-fc 


= fl xk £ 


k=0 


+ k 
k 







然后将这个二元实自变量的幂级数对0：和 y 分别求导（利用一元实自变量的幂 
级数形式求导在收敛圆内的合理性可以证明以下形式计算的合理性)，我们得到 
以下两个等式： 




^ (m + k )\ ；m . 

= L y 

f f (m + k )\ k . 


由此得到命题 12.1.1 的结论 

2. 证明命题 12.1.2. 

3. 证明命题 12.1.3. 

(提示：命题 12.1.3 的前半部分通过直接计算获得.最后的结论是因为 
d ( Adz ) = A dz .) 

4. 证明定理 12.1.1'. 

(提示：用命题 12.1.3.) 

5. 利用留数证明以下定积分的 等式： 

(i) r a> ° ； 


/..V X 2 dx 7 T 

(u) / 0 

(m) r = 8^- a> ° ： 


( iv ) 


ixxdx 7 re 


f 0 X 2 + a 2 


， a > 0 ， fi > 0; 


( vi ) 


x sin fixdx 7 re _A4a 

x 2 + a 2 2 

sin 6 0 d 6 = 


， a > 0, ft>0; 


(提示：设 z = e '因而 sm 0 =^( z - 厂 ”•) 


( vii ) 


cos 9 d 0 

— 2 a cos 9 + a 2 


a 2 < 1; 

- a 2 
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(提 示：设 2 =，) 

6. ⑴设 D 是复平面上的一个区域 ， a € 乂设/( 2 )在 D \忙}上全纯 ， a 
是/的二阶极点. 试证： / 在极点 a 处的留数是 


d 


esa(f) = lrn — [(z- a) 2 f(z))\ 


( ii ) 计算积分 


( iii ) 计算积分 


I ： 


dx 


( x 2 + a 2 ) 2J 
dx 


— oo 


( x 2 + a 2 ) fc, 

其中 fc 是任何正整数. 

7. ( i ) 设 / ⑷表示函数 z 1/4 在 C \[0, oo ) 上满足以下条件的那个分支: 


Vx > 0 1 lim /(x + ie ) = z " 1 ( a : 的正的实四次方根） j . 


对于 : r > 0,试计算 /( 一 z ) 和 lim /( a : - ie ). 

ff—*-f o 

( ii ) 试计算以下的定积分 


广 t 1/4 dt 

Jo 

其中 y /4 表示 i 的正的实四次方根. 

(提示 •. 在回路 C = Ci U L , U C 2 U L 2 上求积分，其中 G 表示以原点 
为中心 2 K 为 边长的 正方形周边挖除点集 {R + \ y : \ y \ < e } 后的道路，它的 
正定向是逆时针方向；(7 2 表示以原点为中心 2 r 为边长的正方形周边挖除点集 
{r + \ y ：\ y \< e } 后的道路，它的正定向足顺时针方向表示直线段 {x ^ is : 
xe [ r ，/ i ]}， 它的正定向是由右向左 ; L 2 表示直线段 {x + ie:xG [ r ，/ i ]}， 它的正 
定向是由左向右 .） 

8 . 试证以下的积分 等式： 

( i ) r 0<a<l; 

Jo x + l sin a 丌 

(1 — a)7r . 

=^ —— —, 0 < a < 2. 
sin a 丌 

(提示：在回路 C = CiULjUauLs 上求积分，其中 G 表示以原点为圆心 
2 R 为半径的上半圆周，它的正定向是逆时针 方向; C 2 表示以原点为圆心 2 r 为 


Oi )[ 

Jo 


(X + l) 2 


dx 
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半径的上半圆周，它的正定向是顺时针方向 ; Li 表示直线段 {x:xe [-R,-r]}, 
它的正定向是由左向右 ; L 2 表示直线段 {x : x € [ r , / {]}, 它的正定向是由左 
向右 .） 


9. 对数函数在挖去正半实轴后的复平面上取如下 分支: 



In 2 = In r + 


0 < 0 < 2 丌. 


⑴设 /( z ) 在 C 上只有孤立奇点，而奇点 
不在正实半轴 [ 0 , oo ) 上，还假设 /( z ) 满足条 
件 ： lim 2 f(z) \nz = 0 ) 试证： 

z—oo 


f(x) In xdx = - ^ res (/( 2 ) In z ) • 



(提示 ：用图 12.9.1 中的回路计算回路积分 •) 

( ii ) 试证： 


阁 12.9.1 



_ dx _ 

(x + a )( x 2 + 6 2 ) 


7 ra + 26 ln ( 6 / a ) 
= 26( a 2 +62) 


a , 6 > 0 . 


( iii ) 模仿⑴的方法计算 积分: 


( iv ) 试证: 


/( x)(ln x) 2 dx = - res (/( z ) In z ) 


Inx a 〉 a 


x 2 + a 2 ~ 2 a * 

10. 假设 / ⑷是开圆盘 D = { zeC :\ z \< R } 上的全纯函数，且/(0) 


又设 


对于 2 € D ，记 


V 2 G /5(|/(2)|^ A /), 其中 M 


< 


#(2)= 


/( 2 )/ 2 ,若 2 / 0 , 
尸⑼，若 2 = a 


( i ) 试证： ( p 在 D 上全纯； 

( ii ) ifi 7 = { 2 € C : | 2 | = r }， 其中 0 < r < /?，试证: 

VC€7|I^(C)K^|; 
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( iii ) 试证: 


vceci |C|<r =^|^(C)|^- 


( iv ) 试证: 


vcec KI<fl=^b(C)|^ 


M 


( V ) 试证： 


( vi ) 试证: 


^ z € C [\ z \< R =^\ f ( z )\^^\ z \ 


l /( o)K f 


M 


( vii ) 若有一点 2 e C ， 使得 N 且 \ f ( z )\ = ^\zl 试证: 


^zeD[f(z)^^e ie z 


( viii ) 若 I /’ ⑼ I < 尝， 试证: 有不依赖于 z 的0 e [0,2 t 0, 使得 


Vz 6£>^/( z ) = ^ e i 0 zj . 

注结论 （ V )，( vi )，( vii ) 和 （ viii ) 称为 Schwarz 引理. 
11. 本题想要讨论以下形式的积分的渐近 展幵： 

I(x、= j:g(t ， ⑽ dt, 

其中/(0和 S (0 满足以下两个条件： 

(a) Vte (a, 6)(/' ⑴ > 0 )， 且/⑷具有以下 形式： 

/(t) = /(a) + (<-ar/ 1 (t), /i(a)^ 0 , 

其中 P > 1而 A ⑴在 [ a 々 上是无穷次连续可 微的； 

( b ) g ( t ) 具有如下 形式： 


其中 0 < A < 1 而仍⑴在 [ a ,6] 上是无穷次连续可 微的. 
为此，作如下换元 


(12.9.1) 
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“⑼= ^ V i7r(n+A)/2p ^" (n+A)/p 

n\p \ p 


(12.9.9) 2 


提示： 作适当换元，有 


(z^u) n z x ^\ 


\xzP 


=J^(te^ /2 T(u + ^ in/2p ) 


X-l e ix(u+t C i7r ^^ Q xn/2p dt 


以及（注意 A 彡 l ， f 彡 0 和 U 彡 0) 


|u + te iw/2p | A 一 1 <|/乂 


当 u = 0 时，我们要利用以下 等式: 


rooc 1 

JO 


n+A-l e ix2^ rf2 = t n+X-l e i7 r {n+X-l)/2p e ixt^e^^ e i7r/2p dt 


=e i7r(n+A)/2p 厂 t n+x ~ l e~' xtP dt = e i7r(n+A)/2p - 


-( n ^- A)/p 


+ A 


( vii ) 我们有 
咕) = Ei [ ， 


n + A 


n\p \ P 


"(n) ⑼ e i ， (n+A)/2 Px -(n + 入 ) /p + 尺以⑷， (12.9.10) 


其中 


/?^ } (x) = (~1 ) A， J h ( ' N \u)kN{u)du. 


(12.9.11) 


(提示：用 § 6 . 9 的第 9 题⑴中的 Darboux 公式 •) 
( vui ) 我们有 

*(+0) = 5 i ( a )/ i ( a )^ A/p . 

(提 示: 用等式 （12.9.3) 和 (12.9.2).) 

( ix ) 我们有 


(12.9.12) 


吨)⑷ =( 一 1严 1 …⑼^⑼ + 厂 * ( Ar +1) ㈦ fcN +“_ • (12.9.13) 


(提 示： 作分部积分 .) 
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(x) 我们有 

邮)⑷ (宁 )/p 

+ r \ h { N + l \ u )\\ k N + i (^)\ du . 

Jo 

(xi) 当 x —oc 时，我们有 

lO)j = 0(o：’ +A )/) 

^ 提示： 设法 证明： 

<\ x )\ r (^) |/l(N)(0)!a： ' (；V+A)/P 

+ r ( 兮 x ~ (N+l)/P J 0 X ^~V +1 (u)\d 

h ( x ) 己讨论完毕.下面我们讨论 / 2 (x): 

(xii) 我们有 ^ 

h { x ) = - r v x - l h ( v 1 / p ) e ixv dv . 

P J BP 

(提示：作换元 V = I；.) 

(Xiii ) 我们有 


, M-\ / . \ 71+1 

/ 2 ( x ) = ie — +心 ㈣ 


其中 M e N . 


而 


hi{y)^v x,p ^h{v 1,p ) 


啦⑷ = :士 


^⑴ 


M 


h[ M \v)e ixv dv. 


(提示：用 §6.9 的第 9 题⑴中的 Darboux 公式 •) 
(xiv) 当： r — oc 时，我们有 


(12.9.14) 


(12.9.15) 



(12.9.16) 

(12.9.17) 

(12.9.18) 


R^\x) = o(x~ m ). 
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(提示：用 Riemann-Lebesgue 引理（等式 (11.2.1)).) 
( xv ) 当: T — 00 时，我们有 

I(x) W "⑷艺 

. — n ^ 9 P 八 




其中 


mi m 


(提示：将公式 (12.9.5),(12.9.10),(12.9.16) 结合起来，又将公式 (12.9.2) 
(12.9.3),(12.9.17) 结合起来 .） 

( xvi ) 是负的，或 f \ t ) 是负的， 则我们有 f ( x ) 如下的渐近 展开： 

/(x ) 〜 e - iac ，( a )g ⑼ e 七 (_>0/2^-( 打 + 入 )> 




㈢ 


n+l 


其中 lfc ( r ) (丑勹仍如 ( xiv ) 中所示. 

P 

注关于渐近展开“〜”的定义请参看定义 6.9.1 和定义 6.9.2. 

( xvii ) 假设在上光滑的函数/(0在 [ a ，6 j 上只有一个临界点 c G 
( M ), 且 /"( c ) > 0,则当 : r — 00 时，我们有 

注 （ Xiv ) 和（ XV )的结果称为平稳位相法的渐近展开 .( xvi ) 的结果称为平 
稳位相法的渐近公式. 

( xviii ) 当 x — 00 时，我们有 


e ,xu du 〜会 







12. ( i ) 试证： 当 > 0, 況 w ; > 0 时，积分 


B(z y w) = 
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收敛，且 B ( z ， 岣是 §6.9 第25题中的 B 函数的（二元）解析延拓（二元解析函 
数定义为当一个自变量固定时，对另一个自变量解析的函 数)； 

( ii ) 试证：当轮 2 ：〉0 ， Slw > 0时, B ( z , w ) = z )\ 

( iii ) 试证：当 > 0, 3?切 > 0 时， 


13(2 ，忉 ）= 


r ⑷ r ㈣ - 

r(z + w ) 5 


( iv ) 试证: B ( z ， t /;) 可解析延拓至所有满足条件 A «;贫 {0, - 1，- 2 〆 "}的 
( z , w ) € C 2 ; 

( v ) 试证: 对于一切满足条件 2 ,切赛{0,一1， 一2,•••} 的（ 2 ,⑷ ec , 有 


厂 ir/2 

B ( z , w ) = 2 / ( smdf ^ icosef ^ de . 

利用古希腊数学家 Eratosthenes 的筛法，原则上可以构造一个任意大的 
素数表 . Gauss 在仔细査看素数表后提出了以下的“素数定 理”： 


咖)〜 [’ 

其中 7 r ( n ) 表示不大于 n 的素数的个数. 

Gauss 是在14岁的时候 （1791 年）将素数定理的上述公式写在他常用的 
素数表边上的.但是他未能给出索数定理的证明 . 1896年（在 Gauss 提出这个 
素数定理105年后）法国数学家 J . Hadamard 和比利时数学家 de la Vallee 
Poussin 相互独立地证明了 

n^oc ^ = 1 - 

虽然这个定理的条件和结论都没有涉及复数， Hadamard 和 de la Vallee Poussin 
在完成这个光辉定理的证明时却都以复分析为工具.为此 Hadamard 说: “解决 
一个实数问题的捷径往往是要穿过复数域的穿过复数域的道路虽说是捷径却 
仍然十分曲折.寻觅这条十分曲折的捷径是需要决心和恒心的.以下16 个习题 
是介绍 RiemarmC 函数的定义及其初等性质并阐明如何利用 RiemannC 函数 
去证明素数定理.选择这个课题作为习题是因为这个证明包含了许多复分析知 
识（特别是留数定理）的应用，而素数定理乂是纯粹数学中卜分有趣的一个结果. 
下面我们将介绍素数定理经过后人简化了的一个证明，这个证明所用的数学都 
是初等的，即只用到本讲义中介绍过的数学知识.虽然每一步推演都是容易的, 
但许多步联系在一起就使得这个证明很不容易了.要理解这个证明需要同学反 
复地细心琢磨. 
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13. 对于> 1 ， Riemann 的 （ 函数 定义为 

OO - oo 

cw = E ^ = E^ ln 

n=l n=l 


( i ) 试证： 上式右端的级数在 K ^{ zec ：^ z > l } 的任何紧子集上是一 
致收敛的，因而(：在 {z € C : 9 b > 1} 上全纯. 

( ii ) 记 P = {2,3,5,7,11， •••} =全体素数构成的集合. 试证： 对于取> 1， 
无穷乘积 HO - 1/ 〆 ）收敛. 

P€V 

(提 示 ： n ( i - i / p z )= E '(- i ) n i /( pr .. pn ) 2 , 其中 是对所 

V pep, p<p Pj^P P^P 

有可能的有限个（记为 n ， n 取遍所有的自然数）不大于 P 的互 不相同 的素数 
Pl ，…， Pn 求和.再考虑级数 


p 


lim E '(- lriApih . pn ) 2 . 

oo u 


试 kE : 级数 E j - mz 是控制上述级数的优势级数. 


) 


(iii) 记 P = {2,3,5, 7, II ,---} = {pi，P2, • • •，pyv，• "} 为全体素数按大小 1 
序排成的集合.试证：对于满足条件> 1的无穷乘积 n fi- 1/〆 )收 

p€P V / 

敛，且有 ( 

n 卜 - 1 〆 


C ( z ) 


pev 


特别，在尺 =p e c •• > 1} 内 （ 无 零点. 

注 上式称为 （ 函数的 Euler 乘积表示式. 


提示： 用数学归纳法证明 


c( 


(P/v-i) 2 




cw = 


E 


k z 


右端的 


E 

均非的因子 


P1 ，-.，P；V 均非*的因子 
表示对所有的不含有 PU …， p N 中任何数为因子的 


自然数 A: 求和. 
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( iv ) 试证： 对于任何 z€K = { zeC :^ iz > l } 和任何 m € N , 我们有 



z + 2 l 
21 + 1 


/广屯 +1 (z)x-(_+ 】 )rfx ， 


其中知是 Bernoulli 数，办+ 1 (:) = ^ 2 /+ i(x — ( xj ) ^0 办 +1 ㈠ 是 Bernoulli 
多项式，而推广了的二项系数(它是 z 的整函数)： 



(2 + 2j-2)(z + 2j-3)".2 

(2 FT )! 


(提示：用 Euler-Maclaurin 求和公式 （§6.9 第26题的 ( ii )).) 

( v ) 在/^ = {2 € C : 3?2 > 1} 内 Riemann C 函数作为（在 K = {之 € 

C : > 1} 内）收敛的级数£ 试证. • 对于任何6然数 !和任何满足条件 

n=l ^ 

> 1的我们有以 F 的 Riernann C 函数的展 开式： 







z+21 
21 + 1 


刚， 


其中 OC 

Fi ( z ) = B 2 i ^{ x ) x ^ z ^ l ) dx . 

(提示 ••用 （ iv ) 及 §6.9 第 26 题的 ( iii ).) 

( vi ) 记 H > -2/}. 试证 ： Ft : Ki ^ C 有定义且在扣上 
解析 • 

(提示：用 §6.9 第26厘的 ( iii ) 去证明巧在於上复可微 .） 

( vti ) 定义函数 GuKt ^ C 如下： 


⑽ -- 自 f 




z + 21 
21+1 


Fi ( z ). 


试证：对于 A : > Z ， Ga ； 是 Q 的解析延拓. 
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提示：由（ V )，在 K = {2 € C :況2 > 1} 上， 


Gfc(z) = Gi(z) = ^ 一 •一 -L-. 

n=l 

(viii) 定义在 {z € C : 5Rz > 1} 上的 Riemann C 函数 


n=l n=l 

可以解析延拓至 C \ {1}， 而且 1 是 C 函数的简单（一阶）极点，(：函数在1处的 

留数为 1. 换言之，函数 c( 2 ) - -^― 是整函数. 

2—1 

(提示••用 （v) 和 (vii)).) 

我们在第】3题中用 Euler-Maclaurin 公式得到了函数 C ⑷- 是整函 

z — \ 

数的结果.题14，15和16将给出这个结果的一个未用到 Euler-Maclaurin 公式 
的证明，这个证明是在引进了 Hankel 函数后，通过一系列初等的但并非平凡的 
计算而完成的. 

14. 本题要给出(：函数的一个积分表达式. 

⑴ 试证： 对于況2 > 1， 



^ 提氺： 利用适当的换元 证明: 



(ii) 试证： 对于^ > 1,我们有以下的 （ 函数积分表 达式: 


CU ) = 





dt. 


(提 示： 利用 （i) 和 Lebesgue 控制收敛定理 .） 

15.在第14题的 （ii) 中得到的(：函数积分表达式的启发下，我们愿意引进 
Hankel 函数如下：在集合 C \ {^; € C : = O^w ^ 0 } 上定义（单值解析) 

函数 

,、 {-w) z ~ l e^ w 
u{w) = - ， 

’ 1 一 e— 切 
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我们约定：式中右端的（―切 广 1 = e (卜 D【 ln M+ ㈣ (-扣)1，其中一 tt < arg(-zi；) < 
7T. 应该强调的是： W 不只依赖 T ti；， 还依赖于 2：. 对于任何0 < 6： # 2fc7T (注意: 
2fc7ri 是 u 的奇点)， Hankel 函数定义为 

H e ( z ) = / u ( w ) dw . 

J C € 

对于0 < (5 < I 积分回路是如下定义的 Hankel 回路 （在 r 函数的 Hankel 
积分表示中曾遇见过它,参看定理 12.8.2 及该定理前的一段讨 论): C e = C e ( S ) = 
Li U D U Z/2, 其中 Li = {ti ； G C : ^Sw = 彡 3 ?切 < oc} 和 />2 = {切 € C : 

= ^ ^ < oo } 是两条 C 上的半直线， f = v/^^， 而 D 是个以 0 

为脚心 e 为半径右边开个小口使之与上述两条半直线正好接上的 岡周： 

D = { ee x0 : arcsin ( S / e ) ^ 0 2n - arcsin ( S / e )}. 

Hankel 回路的定向是逆时针方向. 

⑴对于0 < 5 < e 和一切2 G C， 试证: Hankel 函数 H e ( z ) 存在并是 C 上 
的整函数，而且 Hankel 函数 H e ( z ) 的值不依赖于满足条件0 < 5 < e 的占的 
选取. 

(提 示：用 Cauchy 定理（定理 12.1. 】 ）并对函数 u(w) 在 Hankel 回路的无 
穷远处作出适当的佔计•用 Lebesgue 控制收敛定理证明 Hankel 函数在复平谢 
上的釔可微性 

(ii) 设0 < q < e 2 < 2 tt . 试证： H ei ( z ) = H C2 ( z ), 换言之， Hankel 函数 
// e ⑷当 e e (0,2 tt ) 时是个不依赖于 e 的整函数. 

(提示：用 Cauchy 定理（定理 12.1.1).) 

(iii) 试证： 

仏 (2) = 1 + 11 + 111， 


这里 


_ 广 e( 2 — ”. 叫一 G + i5))e— (… 6) 


一 P -(t+i5) 



其中 S = arcsin^/e). 
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( iv ) 试证： 不论0取什么值，当 e 充分小时，我们有 

\ l - e - £ eid \^ e /2. 

(提示：用初等数学证明以下不等式 :|1 -e 一^、 > | l - e - e |.) 

( v ) 试证：当^ > 1 时，有 

lim III = 0. 

e—0 

(提 示： 

iTTTl . |(W 广 1 W | 一， 

III <2 丌 max - —ITT - 1 • e < 4 ne e e . 

e e /2 


( vi ) 试证: 


I+ 11 = 


一 l)[ln y t 2 +6 2 +i(-7r+5i(t))]_-t—i<5 


dt 


r 


^*-1)(10 Ve 2 +« 2 +i(ir-«i (t))] e -t+W 


一 p-t+i«5 


dt. 


其中 6 ,( 1 ) 满足以下等式和不 等式: 


tan(5i(f) = 6/ty 0 < Si(t) < 7r/2. 


( vii ) 试证： 当沁 > 1 而 0 < e < 2 tt 时，我们有以下 C 函数与 Hankel 函数 
之间的关系(请与定理 12.8.2 中 I ’函数的 Hankel 积分表示相比较)： 

c(z)= 一咖 

4 ’ 一 2i S in(7rz)r(z). 


^提示 :利用 本题的 ( i ),( ii ), R .( v ),( vi ),14 题 的⑼和 Lebesgue 控制收敛 
定理去证明： 


lim + H e (z) = (I + II ) = -2 isin (7 rz ) r (2) C (2：).) 


( viii ) 试证 ：（ vii ) 中的公式给出了 C ⑷在 C \ Z 上的一个解析延拓. 
(提 示： 利用 C 函数与 Hankel 函数之间的关系及定理 12.8.1.) 

( ix ) 试证： CW 在 {2 e C :仏> 1} 上解析. 

(X) 试证： {2 = 0,-1,-2,•••} 是 O) 的可去 奇点. 
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(提示 ：利用 （vii) 的结果及定理 12.8.1 中的公式 (12.8.2).) 

(xi) 试证： C ⑷可以解析延拓到 C \ {1} 上. 

16. 本题将讨论 （(4 在^ = 1附近的状态.下面将沿用15题中的记号. 
⑴ 试证： 当2 = 1时，I + II = 0. 

I ■提 示： 由15题的 （vi)， 



e (2 - l)[lfl V /t 2 + 52 +i( _ 7r+6l ( t)) ] e _ t _ i<5 

1 一 e - 1 ^ 6 


dt 



-l)[ln vA 2 +« 2 +i ( 霣 - 在 1 (0)J e -«+i*5 
1 — p-t+itf 


dt. 


当 — 0+ 时 ， I + II 的极限等子 

- ( e^-e 

(ii) 试证： 当 z = 1 时， 

111 = 


广 V* 


一 e 


dt. 


\ec 


\e 


(1 + ee e + R) — 1 


d 6, 


其中 


R = i ?( e , 0 )= 


e 


2i$ 


2 ! 


e 3 e 3i " 

~3 T 


提示: 


e 


\ee e d9 = 


lee 


\e 


〆 一 


de. 


1 时， £ lim_III = 2^ 


丄一 e- tc 

(iii) 试证 ：|/i| 彡 const.£ 2 . 

(iv) 试 证：当 z 

( 提示：用 Lebesguc 控制收敛定理 ◊ 

(v) 试证： lim(z - 1X(:) = 1. 

( 提示: - %⑷=㈤ Z ^ L 2 i ^)-) 

(Vi) 试证： 1 是 C ⑷唯一的一个奇点，它是一阶极点，而且 C ⑷在 1 处的 
留数是 1. 换言之，函数 c (幻- -^― 是整函数. 

Z 一 1 

( 提示 ：利用 15题的 （ xi ) 和本题的 ( v ).) 
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17. 本题将介绍关于（函数的零点的一些基本知识. 

( i ) 试证： 

lim (w 干 2km) • ( 了 ” - - e - ^ = e ^(^D -/2 . {2kn) z ^\ 

切—土 2fc7ri 、 J 1 - e-^ 

换言之，函数<切）=在土 2 ^ i(fc = 1,2,3,..-) 处的留数是 

丄 G 

e ： f i ( z - lW 2 • (2 ㈣ z-l 

提示： 先证明 




e 


进而证明 


T 2^ i ) • — 


(一切 ):、— -一不心-_ 




=e 


(2/ tTT 广 1 . 


(ii) 试证： //( 2 n 十如 ( 2 ) - II E { z ) = 47TCOS (|( 2 ~ !)) - 公 2/ C 7 T) Z - 1 . 

( 提示： ff ( 2u + l ) n ( z ) - H e ( z ) = 2 ni - (/? e ,n 中 U 的留数之和)，其中 /? e 
{2 € C : e < |^| < ( 2 n + l) 7 r} \ {2 € C : e < 5 iz < ( 2 n + 1 ) 兀， | 0 ^| 彡 5 }.) 

(iii) 当妃 2 < 0 时，试证： lim // (2n + 1)7r ( 2 ) = 0. 


提示： 利用不等式 


|u ㈣ | < 


H ^- 1 - 


，一 SRu ； 


|1 - e ~ 

并注意 到：在 Hankel 回路上有常数 K ， 使得 

• Rw ； 


e 


| l - e - 

( iv ) 当恥 < 0 时， 试证： 

— H e { z ) = 47 ri (27 r ) z_1 sin 


,) 


c(i 一 4 


( 提示： 利用本题的 （ ii ) 和 ( iii ).) 

( v ) 试证： 对一切 zGC , 以下关于 （ 函数的 Riemami 函数方程 成立: 


C (1 - z ) = 2 ⑼ r ⑷ 


㈤ 


(2tt) 




( 提示：利用第15题的 （ vii ) 和本题的 ( iv ).) 

( vi ) 试证： C 函数在长条 { z^C : 外的零点只有负 偶数: 

{-2，一4，-6，."}. 

( 提示： 利用第13题的 （ iii ) 和本题的 ( v ).) 

注长条€ C : 0 < < 1} 被称为 C 函数的临界长条.在下面的习题 

中我们将 证明： 在临界长条的边界仁€ C :況2 e {0,1扮上 C 函数无零点.英 
网数学家 Hardy 曾 证明： 在临界长条的内部 {z e C : 0 < 3 lz < \}(:函数有无 
限多个零点.事实上， Hardy 证明了： <函数在直线0 € C^z = 1/2} 上的零 
点有无限多个.有名的关于(:函数的 Riemarm 假设是乂函数在临界长条 {z e 
C : 0 ^ < 1} 内的零点都在直线伏 G C ;»2 = l /2} ±. 一般认为，很有可 
能 Riemarm 假设是正确的.假若它被证明是正确的，将使我们对素数的分布有 
(比素数定理）更为深刻的理解.这是至今尚未解决的数学问题中最有趣的问题 
之一.作为数学分析教材的本讲义不可能去讨论这个著名的数学难题.我们将满 
足于给出以下命题的证明：在临界长条的边界 { zeC :^ ze {0, l }} 上（函数 
无零点.利用这个结果己经可以得到著名的素数定理了 .18 世纪的 Euler 就己 
经注意到了 （ 函数与素数之间的联系（参看本节第13题的 ( iii )), 下向‘我们将 
更深入地发掘这个联系，最后的 H 标是获得素数定理的证明. 

18. 今后我们以 P 表示全体素数构成的集合.定义函数 A : N — R 如下： 



若 m - p k y P G Vy 
其他. 


kGN, 


( i ) 试证： 对于任何满足条件沁> 1的2,有 

-C(z) = y (lnp)e- 1 ^ 

C (^) 一会 1 - e_zlnp 


(提示•.，利用积分号下求导的定理 （§10.9 的12题 （ iii )) 对 Euler 乘积公式 
(本节第13题的 （ iii )) 的两边求对数后再求导 
⑻ 试证： 对于任何满足条件仏> 1的有 



提 示：用 «及以下 推演: 
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- C ( z ) 


= E lnp£(n = EE ln P n ， 

peV k=l A:=l pGV 



( iii ) 假设少 是一个在点 PGR 的一个邻域中不恒等于零的全纯函数，且 
^( P ) = 0. 试证： 对于-•切充分接近 P 而大于尸的2 € R , 必有 



>0. 


(提 示：设 $(2)= a (2- P) fc + ... 则 




譜)寺-尸 r + … 



下面我们将用反证法证明以下命题：在临界长条的边界 {z € C : G 

{0.1}} 上 C 函数无零点. 

( iv ) 假设 C(1 + ⑹）= 0, k # 0, 令 $( z ) = C 3 W • C 4 G + « 0 ) • Cb + 2 it 0 ). 


试亚 


彐 eo > 0 V x € ( 1，1 + £* o ) 




(提 示： 先证明1是 < t > 的零点，且$在1的任何小邻域中不恒等于零，然 
后3 ( iii ).) 


( v ) 试证： 对于任何实数 x > 1,我们有 



^0. 


t 提示： 设法证明以 F 等式： 

广 ^(x)\ ( 30x) 4C(x + it 0 ) Cix±2Hol\ 

\ Hx) ) ~ \ CW C(a? + ito) C(x + 2it 0 )) 

=— 2 [ A(n)e _xlnn (cos(foInn) + l) 2 . | 

n 彡 2 / 

( vi ) 试证:在临界长条的边界{ 2 G C :況 2 € {0,1}} 上 C 函数无零点. 

(提 示： 作为临界长条的右边界€ C : A = 1} 上 C 函数有零点的推论 
的岣与 （ v ) 相矛盾.然后再用 C 函数的 Riemann 函数方程 （17 题的 （ v )) 证 
明临界长条的左边界 h € C :沁= 0} 上 C 函数也无零点 .） 


注结论 （ Vi ) 的证得是素数定理证明过程中重要的一步.构造辅助函数少 
是这个证明的关键.为了解决一个具体的数学问题而构造一个合适的辅助函数 
比平面几何中构筑一条合适的辅助线更使人难于捉摸，因为可供选择的辅助函 
数的自由度远比辅助线大.完成这样的构造需要长时间知识的积累和屡败屡战 
地尝试各种可能方案的毅力.毕竟成功只青睐具有非凡毅力的人. 

19. 我们先补充一些关于无穷乘积的知识.若 Pl ， P2, •… ， p n ，…是一个给定 

的数列，则符号 f ! Prt 称为无穷乘积.数列 

n=l 

P\ = Pl, P2 = Pl -P2, •••，Pn = Pi .P2 • • .Pn，• • • 

称为部分 乘积. 若有有限的或无限的（但有确定的止号或负号）值 P ， 
则称它为无穷乘积的值，记为 

oo 

P = lim Pn = TT Pn. 

n—^OO i A 

n —1 

若无穷乘积的值尸是个非零的有限值，则称无穷乘积收敛，不然称为发散. 

⑴ 试证： 无穷乘积 ft Pn 收敛的充分必要条件是级数 f In 收敛. 

n=l n=l 

( ii ) 假设是这样一个数列，当 n 充分大时， ayi 将永远是正的或永远是 
负的. 试证： 无穷乘积3 (l + a n ) 收敛的充分必要条件是级数2 收敛. 

n=l n=l 

(提 示： 无穷乘积 fi ( l + a n ) 与级数 g cin 中有一个收敛时便有 lim 〜= 

n=l n=l n—*oo 

0. 不妨假设 lim = 0,这时有 

n—*oo 



ln(l +Qn) 


再利用⑴和 §3.7 的第 8 题 

20. 本题的目的是证明以下 结论： 乙 i = oo , 其中卩表示全体素数构成的 

per V 

集合. 


⑴试证：当 1 < XI < 0：2时， C ( X l ) > C (工 2). 

( ii ) 试证： \im ^( x ) = 00 . 

(提示：利用 13 题的 （ v ).) 

下面我们用反证法证明本题所要证明的结论. 

( iii ) 假设 e 1 < 00 ,试证 ： n fi --) 收敛于一个有限的正数. 

pev V P ev \ V) 
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(提示：利用19题的 （ ii ).) 

( iv ) 假设 E 1 < oo , 试证: 
P 


lim 


r + o C (x) 



>o. 



(提示 ：利用 （ ii ) 和 ( iv ).) 
( vi ) 试证. T 是无限集合. 
(提示：利用 （ V ).) 


注命题 “ P 是无限集合”(题20的 （ Vi 》 的初等证明是这样的 .• 假设 P 
是有限集合， P = {pi ， P2 , …， Pn }, 则数 W =piP2''Pn + l 不可能以任何 Pj 为 
其因子.这与任何整数均可分解成素数的乘积相矛盾.我们的 （ Vi ) 是（ V )的推 
论，而（ V )比 （ Vi ) 含有关于素数分布更丰富的信息. 

为了对素数定理发动最后的攻击做准备，我们愿意重温一个已经介绍过的 
函数并引进一个新函数： 


7r(x) = 小 T 或等丁 ■z 的索数的个数=1, I?(x) = lnp . 




21. 设 x 彡 1. 

( i ) 试证: i ?( x ) < 7 r ( x ) lnx . 

提示： 利用以下不等式 ： E > np ^ E lnx . 


( ii ) 对于任何 0 < e < 1， 试证: 


t ?( x ) 彡 （1 一 e )[7 r ( rc ) - ^(x 1 e )] lnx . 


( 提示： 利用以下不 等式: 


lnp > 




lnp 彡 (1 -e) 



lnx. 



( iii ) 对于任何 0 < e < 1，试证： 

lim MC 




(提示：利用 7 t ( x 1_£ ) ^ X I ~ E .) 




( iv ) 试证：当 x — oo 时. 


d(x) ~ x , 当且仅当 7 r ( rr ) 〜 x / lna :. 

(提示：利用 ( i )，( ii ) 和 ( in ).) 

注第21题的 （ iv ) 告诉我们，为了证明素数定理，只需证明.•当 a : 
时， 〜 X . 

22. ( i ) 假设有 A > 1和巧 e R , 使得 Urn 巧= oo 且 


^(xj) ^ Axj, 


试证: 


2?⑷一 


dt ^ 


/ # >0 


提示： 作 换元: 


^ = 1 


X — t 


dt > 0. 


( ii ) 假设有 0 < A < 1 和巧 € R ， 使得 ^ lim ^ xj = oo 并且 1 ?(巧）彡 Ax 》， 试 


/：： 


mfi dt , r ^i dt < o. 


提示：作换元: 




A - 


dt < 0. 


( iii ) 若反常积分 


um rmfi d , 

t Z I , t Z 


存在且有限，则 t ?( x ) 〜 a :. 

(提示：利用 （ i ) 和 （ ii ) 作反证法 .） 

注第22题的 （ iii ) 告诉我们，为了证明素数定理，只需 证明： 反常积分 

r ^fi dt = - 「 mfi dt 

t x - oc 7i t 2 


存在且有限 
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23. ⑴试证：若 pePn ( A ^,2 AT ), ATeN , 则 p 是数 


(2 A 0! 

m 2 


的因子. 


(提 示： 当 p € Pn (7 V ’ 2 A 0 时， p 是（ 2 #)!的因子，但非州的因子 .) 
⑻ 试证： t ?(2/ V ) - 寧) 彡 27 V In 2. 

( 提示：利用⑴和以下不 等式： 


(1 + 1 ) 2N 彡 


2 N 


^ e 


t?( 2 AT)-i?(N) 


( iii ) 试证: V/fc e N n [2, oo) (t?(2 fc ) < 2 fc+1 In 2) • 

( 提示 ：利用 及等式 

j?(2 fc ) = j 9(2) + (^(2 J ) - ^(2 J_I )).j 

( iv ) 试证: Vo ; > 2( t ?( x ) < (41 n 2) x ). 

( 提示 ：利用 ( iii ).) 

(v) 试证 = 0{x). 

24. 再引进一个函数 $ : {^ € C : 3 ?z > 1} C , 它定义如下. • 

$ ( 2 ) = $^( ln P ) P ' 


rev 

⑴ 试证： 上述函 数 $ 定义中等式右端的级数在 {zec ： nz>i} 的任何 
紧子集上一致收敛. 

( 提示 ：利用 以下两个容易检验的 结论： 

(1) 对于任何 e > 0,只要 P 充分大，便有 

|(lnp)p-|^b^ +C |=P" R(2 * C) . 

(2) 对一切满足条件沁> 1的 2 ,级数 X ： 严 收敛 

per y 

( ii ) 试证：在 {z € C :恥> 1} 上有 



cw 


^ p z ( p z - i ) 


中⑷. 


(提示 ：利用 18 题的⑴ •) 

( iii ) 试证： 在 O e c : 沁 > 1 / 2 } 的任何紧子集上以下级数一致收敛 


p€*P 


Inp 

P Z ( P Z - 1)' 


因此，中⑷可以延拓成 { zec ：^ z > 1/2} 上的亚纯 函数. 为了方便，延拓 
后的函数仍记做 <!>• 中在{ 2 € C :況 2 > 1/2} 上的可能的极点是 C(z) 在 
{z G C : > 1/2} 上的零点及点 1. 

( 提 示：和 （i) 的证明相仿 

(iv) 试证： ⑷一 1/( 2 - 1) 在1的一个邻域中全纯. 

( 提 示：由 13题的 （viiih-CAVC ⑷在点1处有一阶极点，且留数为 1.) 

(v) 试证: 在 {z e c m} 上，有 

4>(2) = z / e~ zt i}(e t )dt. 


提示： 注意以 F 关系式 


Z Jo 6 


■d{e l )dt = z ~jdx = 



pep 


25 . 对于 ^ 0, iG f{t) = ^(e^e-'-l. 

(i) 试证： / 在 [0,oo) 上局部可积且有界 . 
( 提示 ■• 用 23 题的 （ v).) 

(ii) 试证 : 

r^-L 

( 提 示： 作换元 z = d.) 

(iii) 试证：当 > 0 时， 


lnp 




^(z + l)= J" e~ zt f(t)dt+^ 


提示•.利用 24 题的 （ v ) 并注意以下关系式 
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J^(z + 1) 乂 e- {z+l)t d{e % )dt = jT e_ zt f(t)dt + j eij 

( iv ) 试证： j ^° V zt /_ 可以延拓成 {z G C : ^ 0} 的一个邻域上的 


全纯函数. 


( 提示:由24题的 ( iv )- l/z + < P(z + l)/(z + 1) 在0的一个邻域内全纯. 

又根据第18题的 ( vi ), C(2 + l ) 在复平面的闭右半平面 h € C : 彡 0} 上无 
零点，因此在复平面的闭右半平面 { zeC :3 iz ^0} 的一个邻域内无零点.注 
意到24题的 （ iii ),— 1/2 + 4>( 2 + l)/(z + l ) 可以延拓成卜€ C : 彡 0} 的一 
个邻域内的全纯函数.再用本题的 ( iii ).) 

26•记 

g ( z ) = f f ( t ) e " zt dt , 3 iz > 0, 

Jo 

9r ^)= 厂 meh T>0. 

Jo 

( i ) 试证: 9 T ( z ) 是整函 数. 

(提示:用 Cauchy - Morera 定理或用 Lebesgue 控制收敛定理证明 g T ( z ) 复 
可微 .） 

( ii ) 由 2 5题的 （ iv ) 对于任何 R >0 和只要 6>0 充分小，便有 〆 2 ) 在 

区域 

U = { zeC :\ z \^ R ^ z ^- S } 

的一个邻域中全纯.本题以下部分的尺〉0和5 > 0都满足以上要求.记 
C = dU . 试证： 

3(0) -ff T (0) = 士乂 b • ⑷ ] e zT (i + 夸 . 

(提示：用 Cauchy 积分公式（定理 12.3,2).) 

( iii ) 试证：当 zeC 且沁 >0时，有 

lff(2) - 9 t(z)\ ^ max 
t 提 示：当 2 e C 且恥 > o 时，有 





( iv ) 试证： 当 2 €(7且^>0 时，有 




2y/mz 
• ~ R ^~ 


提示： 当2 e c 时，有 


^RzT 


R 2 ^ z 2 


上•土 =e AT •丄 
R 2 z R 


网 2 + 陶 2 + 2 U 2 


( v ) 试证 : 


\g(z) - g T (z)]e z 


z 2 \dz ^ 2y/2nH 
no I 、 


其中 = max |/(0 I ， C + = C H {z € C : 3 ?z > 0}. 

t ^ 0 


(提示 ：利用 （ iii ) 和 ( iv ).) 

( vi ) 记 o « = cn{2 e c : < 0} 和 CL = {z e c : | z | = r^z < 0} 


试证: 


hj c _ + h)^ = hS c , aAz)e 

(提 示：用 Cauchy 定理并注意 9 了 是整函数 .） 

( vii ) 试证： 当 < 0 时，有 


zT L z \dz 


\ 9 t ( z )\ ^ 


B\e 


^RzT 


\ Rz \ 9 


其中 Bi = sup I /( f ) I . 
t€R 


提示： 当仏 < 0 时，有 


f(t)e- zt dt\ (Fh \e- zt \dL 


( viii ) 试证: 当啦 < 0 时，有 

1 f ，、 zt(, , ^ 2 \dz ^ 2v^7rB! 

(提 示：用 （ v ) 所用的方法 • 具体地说，用到 （ iv ) 的提示中的恒等式和 （ vii ) 
的结果 .） 


214 第 12 章复分析初步 


( be ) 试证： 当仏 < 0时，有 



(提示： 5⑷ •（i + z 2 / R 2 、/ z 与 T 无关. 当 T — oc 时， e zT 在半平面 {2 e 
C :^ z <0 } 的仟何紧子集上一致收敛于零 

( x ) 试证 : limsup \ g (0) — p T (0)| < 2 y /2 nB / R . 

T-*oo 

( xi ) 设 / ⑷是 [0, oo ) 上有界的局部可积函数，且函数 

g ( z )= r f ( t ) e ~ zt dt , 9 tz >0 


可以延拓成 { zec ：^ iz ^0} 的一个邻域 h 的全纯函数. 试证： 以下的反常积 


分收敛且 



f(t)dt = g(0). 


(提 示：用 （ x ) 并注意到 ft 的任意性 •) 


注 ( xi ) 称为积分定理. 

( xii ) 试证素数定理：当 x — 00 时， 7 r ( x ) 〜 x /\ nx . 

(提示：用第21题的 （ iii )， 第2‘2题的 （ iii )， 第25题的 （ ii ) 和本题的 （ xi ).) 


经过艰苦的途跋涉我们终于完成了素数定理的证明.本讲义一再向 N 学 


强调数学与探索大然规律的事业之间有着不应被忽略的联系. 3然，这丝亳不 
意味着我们想把纯粹数学与应用数学对立起来 .David Hilbert 的学生 Richard 


Courant 说过.•“我一辈子都在努力为应用数学寻觅一个定义，但是始终没有找 
到合适的答案”事实上这说明了，应用数学与纯粹数学之间很难找出一条明确 


的界线.也许根本就不存在这一条界线，因为应用数学与纯粹数学之间存在着千 
丝万缕的联系和无处不在的相互渗透，而 R 这种联系和渗透正在而且还将以很难 
预测的方式继续发展.我们在上面的 一系列 （共14个）习题中介绍了 Riemann 
C 函数的定义及其简单性质，并利用 Riemann C 函数给出了素数定理的一个证 
明.这是本讲义介绍的唯一的一个数学难题.希望这些习题能让同学多多少少 


了解到纯粹数学研究运作模式中拐弯抹角的特色.有人特别喜爱这种特色（儿乎 
所有的人都不喜欢枯燥乏味的单凋，但并非每个人都热爱难以捉摸的拐弯抹角), 
也有不少人对这种特色望而却步.极大多数人（包括不从事科学研究的人）会为 
某个大然秘密通过实验，观察和不那么拐弯抹角的（但也决非平凡的）逻辑推 
演被揭露而兴奋不已.无论如何，希望讲义中安排的这一系列习题能帮助同学在 
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根据自己的爱好和特长确定研究方向时减少些盲目性.确定研究方向是一件决 
定一个人学术命运的严肃的大事，这需要同学在积累了更多知识的基础上经过 
深思熟虑的考量后由自己做出决断，毕竟每个同学的学术命运都掌握在自己的 
手中. 


进一步阅读的参考文献 


以下文献中的有关章节可以作为复分析理论进一步学 >』的 参考： 

[1] 是一本经典的关于复分析的研究生教材.愿意认真学3复分析的同学在 
学完了本章后可以从这本书开始进入复分析的扎实的学习. 

[2] 的第八章第5和第6两节以不大的篇幅介绍了复分析的基础理论.内 
容与木讲义相近. 

[3] 的第二十章以不大的篇幅介绍了复分析的基础理论.内容与本讲义相近. 

[7] 相当详细地介绍了复分析理论及其应用，特别偏重于计算方面. 

[8] 的第九帘以不大的篇幅介绍了复分析的基础理论.内容与本讲义相近. 
[12] 是一本关于复分析的研究生教材.本章习题中关于 RicmamiC 函数和 

素数定理的内容均参考了这本 IS . 读完讲义的本竞后，愿意认真学习复分析的同 
学便可阅读这本书. 

[23] 的第十章到第二十章对复分析作了相当丰富的介绍. 




第 13 章欧氏空间中的微分流形 

在 §8.7 中讨论过 R n 上的一次微分形式及其在（光滑）曲线上的 
线积分，在那里我们还得到了曲线上的线积分的 Newton - Leibriiz 公式. 
在 §10.8 中又讨论了 R " 上的二次微分形式及其在（光滑）曲面上的面 
积分，还用直观的方法建立了平面上的 Green 公式.在第12章中还 
用复平面上的微分形式定义了全纯函数并建立了它的理论.本讲义的 
结尾（包括第13，14，15和16这四章）将对§8.7, §10.8 和第12章中涉 
及的微分形式的概念和理论作一个逻辑上严谨的介绍，并推导出一般 
的 Stokes 公式，它是直线和曲线上的 Ncwton - Lcibniz 公式和平面上的 
Green 公式的推广形式.这样就对本讲义的的主题一微分，积分及 
它们之间的联系一作一个最后的总结. 

本章将先介绍欧氏空间中微分流形的概念,它是二维欧氏空间中 
曲线与三维和更髙维欧氏空间中的曲线和曲面概念的推广. 

§13.1 欧氏空间中微分流形的定义 

让我们重温一下在第8章中已经用过的以下的 记号： R " 表示 n 
维欧氏空间 ， x = 表示 n 维欧氏空间 R " 中的点，这是我 

们习惯了的用法.应该强调的是，同样的记号 x 也用来表示 R " 到 R " 
的恒等 映射： x : a ^ a , 或者说， x ( a ) = a ， 这是我们不大习惯但必 
须尽快习惯的用法 . ~表示点 X 的第 j 个分量.同时: Tj 也表示 R n 
到 R 的如下的映射: a = (❼ ，…， d n ) H 七 (j = 1，…, n )， 或者说， 
x ,( a ) = 这又是一个我们不大习惯但必须尽快习惯的用法.同一个 
记号 x ( 或既表示点（或点的分量）又表示映射,似乎很容易混淆. 
但和上下文连在一起看,并无混淆的危险.正相反的是，它却给我们带 
来了很大的方便. 
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定义 13.1.1 设4 C R 、 映射 f : 乂 — R n 称为 C ” 类的，若对于 
任何点 peA , 有一个点 p 在 R fc 中的开邻域 t /， 和 C 7 * 类的 U — R n 
的映射 F , 使得 Vq € UnA ( F { q ) = f ( q )); f 称为光滑的，假若它是 
类的.映射 f : 乂 — i ? 称为微分同胚，假若 f 是双射，而且 f 与广 1 都 
是光滑的. 

注1应该强调 的是： 定义在 R " 的子集4上的映射是 C - 类 
的，当且仅当它在4的每一点处都可（局部地）延拓为一个含有该点 
的 R 71 的开集上的类的映射.若4本身是开集，则如此定义的 
类映射和以前定义的类映射一致. 

注2 应该注意的是，一个类映射 f 在点 p 的开邻域内的 
C r 类延拓 F 并不是唯一确定的.因此，若把 C 类映射 f 在点 p 
的微分 df 定义为它的延拓 F 在点 p 的微分，则映射 f 在点 p 的 
微分 df 也并不是唯一确定的.所以这样的定义是不恰当的.当点 p 
是 Z 的内点时，类映射 f 在点 p 的微分 df 是唯一 确定的.若 
Z 包含在4的内核的闭包中，在 Z 上的 C 1 类映射 f 的微分 rff 通 
常定义为它在^的内点的微分的连续延拓（假若这样的连续延拓存 
在的话)，则这样定义的微分在 A 上是唯一确定的.特别，当 Z 是 

= {u = ( u lr -- lUk ^ 1} u k )€ R k : u k ^0} 中的（相对）开集时，定 
义在 yl 上的 C 1 类映射 f 的微分 df 总是用上法定义，假若它存在，它 
在4上是唯一确定的. 

注3由于两个类映射的延拓的复合是两个 （7* 类映射的复 
合的一个延拓，从定义 13.1.1 不难看出，两个 C - 类映射的复合也是 
C T 类的.确切些说，若乂 C R fc ，B C R"，f :災 — S 和 g : S 都 
是 C 类的，则 g ◦ f M — R m 也是 C 类的. 

为/以后讨论的方便，我们称= {u = - • • , Uk ^ i , Uk ) £ 

R * :叫 > 0} 为的上半空间. 

下面我们要引进本章最重要的 概念： 欧氏空间中的微分流形，简 
称微分流形或流形.它是近代数学——作为一种语言一一的一个 
重要词汇. 
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定义 13.1.2 设 fc e N , 集合 M C R n ， 点 p G 映射 a : 
V a — A / 和它的定义域 K 组成的二元对 （ a ， V Q ) 称为 p 点处的一个 
k 维的坐标图卡(见图 13.1.1), 简称图卡(参看图13.1.1)，假若它满足以 
下三个条件： 


一 狐 

图 13.1.1 

(1) 当 fc > 1时，映射 a 的定义域是或 Ri 中的开集（注 
M： R fc f 中的开集是指 Rt 中关于 R & 的拓扑的相对拓扑中的开集、即 
R k 的某开集与 Rt 之交)； 

当 A: = 1时，映射 a 的定义域是 R 或 IU 或 R — = (-oo,0] 
屮的开集（注 意: R + 或 R - 中的开集是指 R + 或 R - 中关于 R 的拓 
扑的相对拓扑中的开集，即 R 的某开集与 R ， 或 R - 之交). 

(2) a 是 — R ” 的光滑 映射. 在任何点 t e K a 处，它的微分 
dec, 是非奇异的，换言之，它的微分的矩阵 a '( t ) 的秩等于 A :. 

(3) a 是 V a 上的单射，它的像 f/ a = ck (\/ a ) 是 M 中含有点 p 的 
开集（注意屮的开集是指 M 的关于 R / 1 的拓扑的相对拓扑中的开 
集： R / 1 的某开集与 M 之交). 

若 M 的每一点处都有 A : 维的坐标图卡，集合 M C R n 称为 R n 
中的一个 fc 维微分流形(简称做为 fc - 流形). 

鉴于流形概念的重要性.我们愿意给出以下七条 注释： 

注1在定义域的任何点处有非奇异的微分的光滑映射称为一个 
浸入 ( immersion ). 条件 （2) 可改述为： a 是 V a — R n 的一个浸入. 
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注2在定义的条件 （1) 中，“当 A : > 1时，映射 a 的定 义域匕 
是 R fc 或 Rt 中的开集”这句话也可以改为“当 A : > 1时，映射 a 的 
定义域匕是 R fc 或 Rt 中的开集”或“当 fc 〉1时，映射 a 的定义 
域匕是 R fc 或 Rt 或 Rt 中的开集”.但是，为了将来便于给出流形 
定向的定义,本讲义在下面的讨论中就明确地采用 （1) 中的限制. 

注 3 若将定义 13.1.2 的条件 （2) 中的“光滑映射”换成类 
映射”，我们便得到 C ” 类流形的定义 . 类流形称为拓扑流形.本 
讲义不讨论拓扑流形，即以后的讨论总假定 r > 1. 为了方便，以后的 
讨论都是对类流形进行的，虽然绝大多数的讨论都适用于类 
流形. 

注4按定义 13.1.2, 定义中的映射《与它的定义域组成的 
二元对 ( a , v a ) 称为流形 M 在 p 点的（局部）坐标图卡.我们还 约定: 
映射 a 称为流形 M 在 p 点的一个（局部)坐标 . 14 在映射 a 下的 
像 C/ a = OL ( V a ) 称为流形 M 在 p 点的一个坐 标片. 若 q e U a , 显然, 
( a , V Q ) 也是流形 M 在 q 点的（局部）坐标图卡，换言之 ，匕 也是流 
形 M 在 q 点的坐标片.由此，坐标片的任何开子集也是坐标片，或者 
说，(局部）坐标图卡 ( a , V a ) 在它的定 义域匕 换成定义域的某开子集 
Wa 时，得到的二元对 { a , W Q ) 也是 a { W a ) 中点的（局部）坐标 图卡. 
特别， R n 中的流形的任何（关于该 fc - 流形的相对拓扑的）开子集仍 
是中的 fc - 流形. 

注 5 欲使条件 （ 2) 成立.必须 fc 彡 n . 故 R/ 1 中流形的维数不超 

过 n . 

注6 a 是 K M 的映射，可是，在 K a 中 a 又扮演足标的角 
色 . a 的这种双重身份以后还常出现. 

注 7 由 §8.8 的第28题的⑴， R n 中的超曲面是 R n 中的 ( n -1) 
维流形.在§8.8，§9.7和 §10.9 的习题中讨论过的超曲面的知识是我们 
理解流形概念时非常有用的背景材料. 

以上给出了正数维的流形的定义.零维流形定义 如下： 

定义 13.1.3 R- 中的零维流形是每个点都是孤立点的 R" 中的 
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子集. 

引理 13.1.1 设 p 是 R n 中 fc- 流形 M 上任意的点， a 是 A:- 流 
形 M 在 p 点处的一个局部坐标，则必有一个含有点 p 的 R 71 中开集 
U 和微分同胚 F : U^V = F { U ) C R n , 使得 

q e Gn M F(q) = (w ， … ，以，。， … ， 0) = (a Vq )，。)， 

换言之，若记 F = (i^ ，…，凡)，则 

G n M = { q G L Vj e {A: + 1 ， … ， n} ( 6 (q) = 0 )} ， 

且 

Vq€ f/ DM(Q ： (Fi(q) ， ." ， i^(q)) =q). 

证设 （a, K) 是 IT 中的流形 M 上的点 p 处的一个坐标图 
卡，记 U Q = a(F a ), t = (t u -^t k )eV ay 使得 p=a(t)Gt/ a . m a ， (t) 
的秩等于 A:， 故 da t ci ,-- , da t e k 线性无关，其中 e : ，…，是中 
的标准基.故 R n 中有 n - A : 个向量 • , v n ， 使得以下 n 个向 M 


dcx t ei ，…， da t e k y v fc+i ，…， v n 


构成IV 1 中的一组基.定义映射 G : V Q xR ^ k ^ R ^ 如下:记 h ，…，匕 
是 K 所在的空间 R fc 中的标准基: f； = 士(）= 1，…， fc)， 而 f m ， …， fn 
是空间中的标准基，这样， fi 5 . -,fn 恰构成 V a x 所在空 
间 R" 中的一组基.映射 G 由下式 表示： 


G (^ i 3 



U 3 W 3 


=+ ^ UjVj ， 

j=k 十 i 


易见， G 光滑且 


Gh ，…， w / e ,0 ,•••，()）= a ( u u --, u k ) E M . 





另一方面, 
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do ! u ej ；， 若1 < j ( 砭， 

Vj , 若 fc + 1 O 彡 n ， 


其中 G = ( Wy ， W n )，U = ( u ir --, u k ). 

因，…， date / c ， Vfc +1 ，…， v n 是 R n 中的一个线性无关向量 
组，线性映射 dG (, 1} .., tfct0 ,.., 0 ) 是可逆的.点 （ G ，…， k 0,…， 0) 有个在 
R 71 中的开邻域斫，使得对一切 ( u u -^ u n ) ew 线性映射 rfG (uii ..,, in) 
是可逆的.注意到定理 8.5.1' 后的注，映射 G 将斫的开集映成 R 71 的 
开集，且在 ⑷ ，…，4,0,…， 0) 的一个开邻域 W C 兩上是开的单射. 
故在上，映射 


Oc~ 1 \wnM = G~ l \wnM 

连续.可以选一 个 R * 中含有点 t = (、•••, 4) 的非空有界开集 K a C 
v ay 使得 G E a ( K a ) CU Q . a ( P a ) 在 f / a 中开,逆而在 M 中开.故 
有 R ” 中的开集0,使得 a ( V Q ) = MDO . 考虑到 E 紧及 G 连续，有 
充分小的 e > 0,使得 G ( V q x (- e , e) n k ) C 0 . 对于这样的的 e > 0, 
便有以下结论：对于任何 （ ZX 1， •••,、） eV a X ( s ,£) n ^ k , 必有 

Giui.-^Un) e M u M = = u n = 0. 

再由反函数定理（定理8.5.1)，有点 （ t ,0) = h ， …，4,0,…， 0) 在 R ” 
中的一个开邻域 V C V a x (- M) u -\ 使得映射 G 在 K 上的限制 
G\y : V ^ U 是微分同胚， 其中口 = G ( f ) 是 R n 中的一个开 
集•记 F 二 ( Gj ^)- 1 : U ^ V. 若 q e f7 n M, 根据前面讨论 
所得的结论 ， q = G ( w ，…， u fc ，0，."，0) = ah ，…， w )， 故 F ( q ) = 
( u ir -, u k 7 0 r - 9 0 ) ^ (a »，0).反之，若 F ( q ) = ( w ，…，叫，0,…， 
0)，贝 U q = G ( ui , • • • ，叫，0,… ，◦) = a ( ui } - - . ，⑽）€ M fl (/. □ 

注 1 由引理 13.1.1 的证明可见， a 是^与 t / a 之间的微分 
同胚. 

注2 引理 13.1.1 有时被称 为浸入定理. 

注3请同学参看 §8.8 的第27题的 （ vi ) 和 ( vii ), 并比较它们的 
证明与本定理的证明之间的相同和不相同之处.在 §8.8 的第27题的 
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( vi ) 和 （ vii ) 中引进了保法坐标图卡的概念，它可以看做当 k = n - I 
时构造的屯与1/ x R 分别可以扮演我们这里的 F 与&的角色.应该 
指出的是，我们这里的 F 与& 并没有保法的特点.当然， §8.8 的第27 
题的 （ vi ) 和 （ vii ) 的方法是可以推广到 k < n -\ 的情形上去的，换言 
之，对于一般 k ^ n 的情形也可构作某种意义下的保法图卡. 

推论 13.1.1 若 （ a , Va ) 是 R n 中的流形 M 上的一个点 p 处 
的坐标图卡，则 a - 1 在= a (14) 上（按定义 13.1.1 的意义）是光 
滑的. 

证仍用引理 13.1.1 的符号，接着引理 13.1.1 的证明 . a - 1 在 
GnM 上等于在&上有定义的光滑映射 F = ，…， F n ) 在 unM 

上的 限制. 按光滑映射的定义（定义13.1.1)， a - 1 在 UnM 上光滑，换 
言之，在的每点处光滑，所以 a - 1 在 f / a 上光滑. 口 

推论 13.1.2 设 M 是 R n 中的 fc - 流形.映射 f : M — R m 在 M 
上光滑的充分必要条 件是： 对于每个 M 的坐标图卡 ( a , V Q ), foa 在 
Va 上光滑. 

证若映射 f : M — R - 在 M 上光滑1按定义 13.1.1, 对于每个点 
p e A /, 有一-个点 p 在 R n 中的邻域&和一个光滑映射 F : U -^ R m , 
使得 

VqeMnG(F(q) = f(q)). 

设 ( a , 14 ) 是流形 M 的一个坐标图卡，而 t € V a . 记 p = a ( t ), 因 
a ( V a ) = U Q C M , 故在 t 的一个邻域内 ， foa = Foa . 所以 f oa 
在 V a 的任一点处光滑.反之，若 foa 在 K a 的任一点处光滑，由推论 
13.1.1， a - 1 在 t/ a 上光滑，按定义 13.1.1 后的注3, f = (f o a ) o a - 1 
在 i 7 a 上光滑. 口 

定义1 3 丄 4 设 M 是个流形， （ a ， V a ) 和（久％)是 M 上的两 
个坐标图卡，且 ％ 〆 0: f/ a = a ( F a )，％ = /3(4).记 = 
/3 _ 1 ( f/ Q n f // 3 )， 转移函数 V r a p — 定义为 = a '" 1 o /3( 见 
图 13.1.2). 

命题 13.1.1 定义 13.1.4 中的 K a /3 是 R * 或把中的开集， 






证因匕 n 是 M 的开集,/3是连续映射，故第一个论断成 
立.由锁链法则，光滑.因它具有光滑逆映射= % a ， 第二个 
论断也成立. □ 

推论 13.1.3 设 M 是 R” 中的 fc- 流形. 映射 f : M — R m 在 
M 上光滑的充分必要条 件是： 对于某一个对应的坐标片覆盖住 M 的 
坐标 图卡组 {( a ， V «)} 中的任何坐标图卡 （ a ， V a ) 都有/ 。 a 在匕上 
光滑 • 

证注意到等式 /3 = ao 推论 13.1.3 便是推论 13.1.2 和命 
题 13.1.1 的推论. □ 

注由推论 13.1.3, 在讨论微分流形在微分同胚下不变的性质时， 
无须对该流形的所有的坐标片进行讨论,只须对一组覆盖住该流形的 
坐标片检验不变性就够了. 

定义 13.1.5 设 A / 是 R n 中的一个心流形.点 p 称为在 M 的边 
界上的点，若 p € M ， 且有一个 M 的坐标图卡 （ a , V a ), 使得 C RL 
而 p = a ( u ), 其中 u = Af 的所有边界点组成的集合 

称为 M 的(流形）边界，记做出 V . = 0时， M 称为无边流形，而 

/ 0时， M 称为带边流形. 
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注流形 M 的（流形）边界与流形 M 的（拓扑意义下的）边界 
并非相同（虽然它们常用同一个记法 dM , 但从上下文应可分辨这个符 
号的涵义).流形 M 的（流形）边界是由流形 M 的自身确定的.而流 
形 M 的（拓扑意义下的）边界，确切些说，应是流形 M 在某个欧氏空 
间中的边界.这个边界依赖于流形嵌入其中的欧氏空间的选取.例如， 
闭单位 1 MI 盘看做平面的子集时的拓扑边界是单位圆周，若这个闭单位 
圆盘看做某三维空间的子集时，它的拓扑边界就是它自身了.但闭单 
位圆盘看做2-流形时的（流形）边界永远是单位圆周，不论它被看成 
是哪个欧氏空间中的子集. 

命题 13.1.2 设 M 是 R n 中的一个流形，而 p MM ， 若（/3, ％) 
是在点 p 处的一个坐标图卡，则％ C 且 ^(^ 1 ( p )) = 0. 

证设 p = a ( u ) = 0( t ), 其中 a 和 u 是定义 13.1.5 中的 a 和 
u , 且 t 是％的（相对于 R * 的） 内点. 我们知道， u = f a /3 ( t ), 由反 
函数定理， 有一个 t 在 R fc 中的开邻域 AT , 使得 ip ap [ N ) 是含有点 u 
的中的开集.故11是 K (相对于的内点，它与的定义相 
悖. □ 

命题 13.1.3 设 M 是中边界非空的 fc - 流形 ， p e dM ， 
(« ， V«) 是 M 在点 p 处的坐标图卡•按的定义， C Ri, 且 
Xk{oc~ l (p)) = 0•记 


v a ^{ueR k ' 1 ： (u,0)ev a } 1 

则 A 是 R ^- 1 中的幵集.定义映射 d : 3 M 如下： 

6：( u ) = a ( u ,0), 

则 ( a , 14 ) 满足坐标图卡定义中的三个条件.当 ( a ,^) 跑遍边界 
的所有的点 P 的坐标图卡时得到的坐标图卡 ( a , y d ) 构成的坐标图卡 
组将覆盖 dM : 因而(在这一组坐标图卡 7) 是个 R / 1 中的 （ fc - 1)- 
流形 • 

证记 R ^ 1 = {( u ,0) € R fc : u G R ^ 1 }, 则嵌入映射 i : u h 
( u ，0) 是 R fc - 1 到 R ^ 1 的微分同胚.再注意到 K l 

命题 13.1.3 的证明便可完成，细节留给同学了. 口 
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命题 13.1.4 对于任何 R n 中的流形 M ， d ( dM ) = 0. 

证按命题 13.1.3, V a = {ue R ^ 1 : ( u ，0) e V Q } 是 R k l 的开 
集，由定义 13.1.5, 3 M 无边 界点. □ 

例 13.1.1 任何 R " 中的非空开集 t / 都是个 n 维流形.一个 
坐标图卡 （ idc /， C /) 的坐标片就把 [/ 覆 盖了. 非空开集 [/ 是个无边 
界的 n 维流形.应注意的是，作为流形的 C / 的边界= 0，但作为 
R n 中的非空开集 f / 在 R n 中的（拓扑意义下的）边界是非空的（除非 
C /- R "). 半空间是个有边界的 n 维流形.它也是被一个坐标图 
钤 ( id wly RZ ) 的坐标片覆盖的.这时， dRl 与半空间 R ; 在 R ” 中的 
拓扑边界一致.若 C / 是个与 dR ^. 相交的 R n 中的幵集，则 C / nR ^ 是 
个有边界的 n 维流形.它也是被一个坐标图卡 ( id ^ pRn ^ nR ^) 的坐 
标片覆盖的.这个流形的拓扑边界与流形边界相同的充分必要条件是 
C/D R 7 ；. 

例 13.1.2 设 V 是 W 中的开集, f : V-R n - fc 是光滑映射，则 
映射的图像 

{( t ， f ( t )) eR n W } 

是 R" 中的一个 fc - 流形.这个流形被如下的一个坐标图卡 （ a ， V) 的坐 
标片覆盖，其中《定义 如下： 对于每个 t e V ， 

a ( t ) = ( t ， f ( t )). 

例如 ， M = {( t , sin ( l / t )) d # 0 } 是 R 2 中的一维流形.它是非连通的， 
无边界的.有趣的是 M 在 R 2 中的闭包不是流形（请同学补出最后这 
句话的证明细节). 

注由 §13.6 的第 6 题的 （ i) 可证： 任何流形可局部地看成某光 
滑映射的图像.请参考 §8.8 的第 2 题的 （ ix) 的注 1. 

例 13.1.3 闭单位球 B n = {x G R n : |x| 彡 1} 是 R n 中的一个有 
边界的 n 维流形.这个有边界的 n 维流形无法—个坐标片盖住.首 
先，它有一个盖住了它的所有内点的坐标图卡 ( a 0 , K 0 ), 其中 

Vq = Uo = {^c e R 71 : |x| < 1}, (Xq = idvi,- 

为了构造盖住它的边界（即单位球面）的（多个）坐标图卡，引进函数 
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g :R n g(u) = (1 - u n ) - 

i-i 

则集合 

V = {u : g(u) > 0, u n ^ 0} 

是町 中的一个开集（这是因为 g 连续，而集合 {u : 0 < u n < 1} 在 
R ; 中开).又令 

Vi =…= V 2 n = V , 

OC\(u) = (\A(U) ， 1 ， … ， n-1), 
tt 2 ( U ) = (_\ A ( U )，1， n -1)， 
a 3 (u) = (?Xi, V^u) ， … ，、一 1 )， 

a 4 (u) = (ui,-\/.9(u),---,-?Xn-i), 


a 2 n - i ( u ) = v /^( u )), 

« 2n ( u ) = (W ，…， Wn — ，- *v/»(U)). 

易见， | c ^( U)H = 1 - Tin ， 故 


a 7 (V)cB n = {w€R n :|w|^l} ? 


且 

ocj(V D {u : t/n = 0}) C S n 1 = {w G R n : |w| = 1}. 

显然， aj 是单射（请同学补出证明的细节).事实上,我们还可证明 a , 
的导数是可逆矩阵.为此，我们只需讨论 a ^ n 的可逆性，因为其他 
的％是由 a 2 n 与某个坐标的置换或再与某个反射的复合而得到的. 
记 a 2 n = (/ l ， …， / n ), 易见 


dfk 

duj 




1/(2秦))， 

… / v ^ l . 


若1 彡 j •彡 n，l 彡 A : 彡 n -1， 

名 : J = 71， = 71， 

若 1 彡 j •彡 n — l,A: = n. 
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故在 F 上 det ( a ^ n ) = l /(2 y / g {\ ij ) #0. 由反函数定理， a 2ri 是开映 
射， ( a 2 n ,^ 2 n ) 是闭单位球 Bn 的一个坐标图卡.通过 a 2n 与某个坐 
标的置换或再与某个反射的复合,对于每个），都是闭单位球 
B n 的—个坐标图卡若 | w ; Rn = 1? 则必有某个 j ， 使得％笋 0. 构筑 
u = e v 2 j-i n{u :如 = 0 } 如下: 


奶， 

u k = { 忉 jfc+1 ， 


0 , 


若 

若 j < A : < n - 1， 
若 A : = n . 


因为 = 土 


- 对应于土的选取，我们有 


W = a 2 j - i ( u ) 6 a 2 j^i(V 2 j-i D {u : u n = 0}) 


或 

W = a 2 j ( u ) € Ot2j(V 2 j n { u : u n = 0}). 

不难看出 ， G a k (V k ) D s - 1 . 这就证明了 B " 是个带边的 n 维流形， 

且 5 B n = S ^- 1 , 即流形 B 71 的边界与 B n 在 R n 中的拓扑边界一致. 

注我们有许多构作闭球的坐标图卡的办法，使得相应的坐标片 
覆盖住闭球.我们在上例中用的方法可以被推广到 n 维欧氏空间 R " 
中的一般的闭的 n 维流形上去（参看定理 13.2.1). 

例 13.1.4 考虑 R 3 中的旋转半径与高度均等于 1 的闭圆柱面. • 

M = {u = (Xil ， U2,t/3) G R 3 ： + 1^2 = 1,0 ^ U3 ^ 1}, 

它是 R 3 中的二维带边流形，或称带边曲面.事实上，它是旋转半径与 
高度均等于1的圆柱面.它也是以点 (1,0,1/2) 为中点，长度为1的， 
平行于 u 3 轴的直线段绕着 u 3 轴旋转一周而得的轨迹.易见，它可被 
四个坐标图卡 {( a ,,^), j = 1，…， 4} 的四块坐标片覆盖.这四个坐标 
图卡是 


V\ = (0, (37 r )/2) x [0,2/3), oli{0,z) = ( cossin2 ); 
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V 2 = (7r, (57r)/2) x [0,2/3), oc 2 、 G'z) 二 (cos 9, sin 9, z): 

V 3 = (0, ( 37 r)/ 2 ) x [0,2/3), 0 : 3 ( 0 ， z) = (cos 0, sin 1 — 2 ); 

V 4 = ( 7 r, ( 57 r)/ 2 ) x [0,2/3), a^(0, z) = (cos sin 1 - z). 

流形 M 的边界 dM 是两个圆周 {( ui , u 2 j u 3 ) : u 3 = 0,4 + 4 = 1} 和 
{{ ui / U2 , U3 ) : u 3 = l,uj + u \ = 1}. 应注意的是，这两个圆周并非 M 
在 R 3 中的拓扑边界，后者应为 M . 

例 13.1.5 设0 < a < 6 ,映射 f : R 2 — R 3 定义 如下： 


f(s，0 = 


(b + a cost ) cos 5 
(b + a cos f ) sins 



映射 f 的像是一个 R 3 中无边界的 2 -维流形.事实上，它就是我们在 
第7章的例 7.4.5 中介绍过的环面(救生圈).同学们可以看出，它就是 
xz 平面上的圆周 {(6 + a cos ^0, a sin 0 : 0 ^ f < 2 tt } 绕着 z 轴旋转一 
周的轨迹.让 K = ( kj)x ( u , v ), 其中 max(/-M - M 彡 2 tt , 则 ( f v , K ) 
便是环面的一个坐标图卡.让 ( A ;，/, w ， v ) 取 (0,27 r ，0,27 r )，(-7 r ，7 r ，-7 r ，7 r ) 
和 卜 7r/2,37r/2 ， -7r/2,37r/2), 对应的三个坐标图卡的坐标片便把环面 
覆盖住了. 

例 13.1.6 设0 < a < 6,映射 g : R 2 — R 3 定义 如下： 


g ( M ) = 


(b 十 tsin ( s /2)) cos 5 
(b + f sin (5/2 ))sins 
tcos ( s /2) 


我们先证明： g 在 [0,2 tt ) x [- a , a ] 上是单射.易见， 


g (0,0 = 



一 a d a . 


这是一根以 （6,0,0) 为中点并平行于 2 轴的长度为 2 a 的直线段.当 S 


由0增至 2 tt 时，这个直线段在同时作两个 旋转： 第一个旋转是直线 
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段的中点在绕着2轴作勻速圆周运动.第二个旋转是直线段在由 z 轴 
及直线段中点所确定的平面上进行的，直线段绕着（运动中的）直线段 
中点作匀速旋转，且第二个旋转的角速度恰等于第一个旋转的角速度 
之半.作这种双重旋转的这根直线段的轨迹构成 R 3 中的一个曲面 M . 
由这个解释， g 在{0,2丌 ） x [- a , a ] 上显然是单射（请同学从 g ( s ， t ) 的 
定义出发严格证明它). 

若允许 s 跑遍 R ， 因 g ( M ) = g(s + 2兀，一<),故 g {{ s } x [- a , a ]) = 
g ({,9+27 r } x [- a , a ]). 应注意的是，虽然直线段 x [- a , a ] 和 {5+27 r}x 
i - a ， a ] 被 g 映成同一个直线段： g ({. s } x [- a , aj ) = g ({5 + 27 r } x f - a , a ]), 
但当 < 在[-上由 - a 增至 a 时，因 g ( s , t ) = g(s + 27 r , - t ), 映射 
g (. s ,-) 和映射 g(s + 27 r ，0 的像点在该直线段上的变化方向是正好相反 
的.如此定义的 R 3 中的2-流形 M 就是我们在第7章的例 7.4.6 中 
介绍过的 MSbius 带.令 


Vom ) = ⑷/) x [0, (3 a )/2), 其中 0 < / - A : 彡 2 tt . 

映射 «(.,/) : - M 定义为 

a (/^)(*M) = g(M - a). 

易见 ，％•,〖)） 是 M 的一个坐标图卡. 

又令 

U { u ) = { kj ) x [0, (3 a )/2), 其中 0 < / - A : < 2 tt . 
映射 0( U ) : - M 定义为 

P(k^ t ) = s{s,a-t), 

易见（/3 ㈣ ， tVo ) 也是艏的一个坐标图卡. 

同学可以自行 证明： 以下四个坐标图卡 

( a (0,(37r)/2) ? Ko ， (3tt)/2)) ， (a (7r ： (57 r)/2), V (7r ， (5?r)/2) ) 

和 

(0(0.(370/2)， 厂(0,(3艽)/2))，（〜，(5兀)/2)， ^(7 r ,(57 r )/2)) 
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的坐标片已把 Mobius 带 M 盖住了. 

我们在第 7 章的例 7.4.7 中还介绍了 Klein 瓶.它是四维欧氏空间 
中的一个二维流形.用什么坐标图卡使得对应的坐标片能盖住 Klein 
瓶的问题请同学自己去讨论了. 

例 13.1.7 设 f : R — R 2 定义如下 •• f ⑻= ( ii 2 , u 3 ). 值得注意的 
是, f 是光滑的单射，但映射 f 的像 A / = f ( R ) 并非流形.这是因为无坐 
标片可以盖住 M = f ( R ) 在（0,0)点的一个邻域.假设 （ a , K ) 是 （0,0) 
点处的一个坐标图卡，= (9 ⑴，卿且⑽)=_，_ = (0, 0). 
因 ( g ， h ) e M , g 3 = h 2 , 故 .9 彡 0 •又 p (0) = 0,且 p 彡 0,所以 
/⑼= 0. 再因 2 h ( t ) h ，( t ) = 3#⑴ p ，( t )， 有 2 h \ t ) = 士3 〆 / 2 ⑷ W )， 所 
以，/1 ; (0) = 0. 由此， a \0) = (0,0). ( a ， 卩）非坐标图卡， M 非 流形. 

例 13.1.8 映射 f : R — R 2 定义如下： 

_ t ( l + t 2 )' 

{(t) - 1 + « 4 
f[t) ~ f ( l -内 • 

■ l + t ^ . 

映射 f 的像称为双纽线.双纽线上的对应于参数 f 的点的极坐标计算 
如下（为了明确起见，我们约定0的变化范围: - tt /2 ^ 6 < 3 tt /2)： 

’ r = vW/Q + e )， 

n 1 + f 2 
^ y /2( TT ¥) 

sin 9 = ± - -^：==. 

v /2( l +« 4 ) 

由此， | cos 0| ^ | sin 0|. 可以把 0 限制在以下范围内： 一 tt /4 < 0 ^ tt /4 
或 3 tt /4 5 tt /4. 故双纽线的极坐标方程是 

r 2 = cos 2 0 — sin 2 0 = cos 20， — n /4 彡 0 彡 7 r /4 或 37 r /4 彡 0 彡 5 tt /4. 

在点（0,0) e R 2 的任何小邻域内，双纽线是由两根垂直相交于点（0,0) 
的曲线（确切些说，这两根曲线在点（0,0)处的切线互相垂直）组成的. 
因此，双纽线在点 (0,0) 处无坐标图卡，故双纽线非流形.若把坐标原 
点挖掉，剩下的部分是个非连通的流形.讨论的细节留给同 学了. 
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例 13.1.9 用 *50 ⑶表示 R 3 中所有旋转组成的集合，换言之，它 
是所有行列式大于零的3 x 3正交矩阵组成的集合.全体3 x 3的矩阵 
构成的集合与 R 9 之间有一个自然的双射.我们常把全体3 x 3的矩阵 
构成的集合与 R 9 看成是一个东西.通过上述双射，把 R 9 上的普通拓 
扑移植到全体3 x 3的矩阵构成的集合上.因而，作为全体3 x 3的矩 
阵构成的集合的子集的阳 (3) 是 R 9 的拓扑子空间.下面我们要证明 
50(3) 是 R 9 中的3-流形 .R 3 上的旋转50把直角坐标轴 0X,0F 和 
0 Z 构成的三条半直线分别映到三条互相垂直的半直线和 
0,上.我们假设和之间的夹角不等于 7 T 的整数倍，换言之， 
0 Z 和07不共线.易见， 在旋转 go 的一个充分小邻域内的任何旋转 
g 也把映到一个与 0 Z 不共线的半直线 0 Z ' 上.我们想用三个参 
数去刻画仍的一个充分小邻域内的旋转^假设旋转 g 把直角坐标 
轴 o ; c ， oy 和构成的三条半直线分别映到三条互相垂直的半直线 
ox \ oy / ^ oz / ±. ( L ) 表示平面 oxy 与平面(它是平面 
OXY 在 g 映射下的像）之交线.(因和07之间的夹角不等于 7 T 
的整数倍，平面 oxr 与平面 o ; rr 不共面， （ l ) 是唯一确定的 .） 把 
ox 与 （ L ) 之间的夹角记为⑺.夹角是多值的，不同的值之间相差一 
个 7 T 的整数倍.我们 约定： 0 < A < 7 T . 应注意的是，这个限制使得 a 
唯一确定.又使原先理解为直线的 （ l ) 可以被理解成满足这个限制的 
唯一确定的平面 oxy 上的半 直线： 在平面 oxr 上半直线0/转向 
半直线 （ L ) 经过的角恰为满足条件0 < A < 7 T 的平面 OXK 上的 
角的定向以 0 X 经 7 T /2 转向为正向).又记为半直线⑹与半 
直线之间的夹角（角的定向是平面 orr 上的定向).这次我们 
约定： 0 < 外 < 2 tt . 最后我们把与07之间的夹角记为0，它应 
满足不 等式： 0< e < 2 tt (当 0 A ： 以 0 Z 为旋转轴转至 （幻 时， or 转到 
0Y\ 0Z ^ OZ' 之间的夹角在平面 OY f, Z 上， 0 的值是由平面 
上的定向确定的).这三个角称为旋转 g 的（关于给定坐标系 oxrz 
的）三个 Euler^ (见图 13.1.3 )， 它们是 Euler 在研究刚体运动的力学 
时发现的.它们在数学与物理中经常被用到且已被推广到 n 维欧氏空 
间的旋转上 去了. 满足限制 （0 彡 A < 7T ， (K 巧 〈 27T,O<0<27T) 的三 
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个 Euler 角被和07不共线的旋转夕= g ^ PiAw ) 完全确定.反 
之， 0 Z 和07不共线的旋转 g = g ( jp u 0， 屮 2 ) 也完全被这三个 Euler 
角所确定.这是因为和07不共线的旋转 g 可以看成以下三个 
旋转知,如和知的复合（三个矩阵的乘 积)： g {^ uO ,( p 2 ) = 9^909^. 
其中知 i 是绕着 0 Z 轴转 A 角，这样 OX 轴落在 （ L ) 半直线上.应 
注意的是， 0 Z 和均与 （ L ) 半直线垂直.如是绕着已经落在 （ L ) 
半直线上的 0 X 轴转0角，使得 0 Z 轴落在07轴上，最后，知 2 是 
绕着落在 0 Z ' 轴上的 OZ 轴转外角，使得已经落在 （ L ) 直线上的 
0 X 轴落在 OX ' 轴上.因落在 OZ 轴上的轴相对于这最后的旋 
转不动, 0；(:和 0 Z 分别落在 OX ' 和 Of 上， 0 K 轴经这最后的旋转 
后必落在 ow 轴上.这三个旋转的复合恰是&用矩阵表示，我们有 
咖1，仏外） = 知娜 川 其中 


z 



图 13.1.3 Euler 角 


cos pi — sin 0 

g^py = simpi cos^i 0 
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1 0 0 
0 cosO 一 sin 沒 
0 sin 9 cos 6 



cos (^2 一 sin ip 2 0 

sin cos 0 

0 0 1 


将矩阵的乘法算出来，我们得到 


其中 


gi^PuO,^) = [rij] i| 


滔 ， 


cos pi cos #2 — cos 0 sin pi sin # 2 ， 

当 i= j = 1 时， 

一 cos pi sin if2 - cosO sin^i cos 外， 

当《 =1^ = 2 时， 

sinv?i siri0, 

当《 =1,) = 3 时 , 

sin pi cos (p2 + cos 0 cosc^i sin 办 

当 < = 2 ，） =1 时， 

-sin^i sin + cosO cos pi cos 外， 

当 i = j = 2 时， 

一 cos pi sin 9 , 

当 $ = 2 ，卜 3 时， 

sin (f2 sin 0 ， 

当 《 = 3,) = 1 时， 

cos ifi2 sin 

当名 = 3，）= 2 时， 

COS0, 

当 i j = 3 时， 


或写成3 x 3矩阵的 形式： 

9 (^ 0 ^ 2 ) = 9 ^ 2909 ^ 

_ 

cos pi cos (^2 ― cos 6 sin pi sin ^ 

= sin pi cos + cos 0 cos (fi sin (^2 

sin if 2 sin 沒 

_ 

一 cos 1 sin ^2 - cos 0 sin pi cos ^>2 sin pi sin 0 


234 第 13 章欧氏空间中的微分流形 


我们已经证 明了： 当 OZ 和07之间的夹角不等于 7 T 的整数倍时的旋 
转与它的满足条件0彡 A < 7 T ， 0彡外 < 2 tt , 0 < 6> < 2 tt 的三个 Euler 
角内，0之间有双射.为了证明在适当的定义域上的三个 Euler •角 
恰构成使 0 Z 和 0 Z ' 之间的夹角不等于 7 T 的整数倍的旋转处的一个 
坐标图卡，我们应该证明这三个 Euler 角看做三个自变量的取值于 R 9 
中的映射是个浸入. 

经过初等计算，我们有 

^9<fi 一 dg^ dg 0 

_ 知 1 ^ /2 ， = 知 2 十 7 ^ 2 ， = 仍+开/ 2 ， 

故旋转咖 u 心 2 ) = 9^909^ 关于和内的三个偏导数分别是 .• 

^ dg dg 

~~ *9v?2.9^P^i+7r/2? d(fi2 = •^ 7 2 +7r /2^^V ? i ， ^ 9^90+7 ： /29<fi\ - 

上述三个偏导数（它们都是3 x 3矩阵，因此可以看做 R 9 中的元素) 
是不可能线性相关的.假若真有 ( a ,6, c )^ (0,0,0)，使得 

嚎 +嚎+心 

其中 O 表示3 x 3的零矩阵.将前面算得的. 9 的三个偏导数代入上式， 
我们得到 


0^2如 .9 v ? i +7 t /2 + 冗+ 巧外你十冗/2夕 pi = O . 

旋转 5 p 2 +7 r /2 伽知和 9^90^/29^1 所对应的交线 （ L ) 是同一条（半) 
直线（因这两个半直线 （ L ) 都是绕着 0 Z 轴转了 A 角后的像).设 
旋转 5^ 2 + tt /2 卿 W 和 9 v ^+ tt /2 如把轴绕着 （ L ) 分别转到 0 Z ' 
和 0 Z 〃，贝 lj 0 Z ， 07和 0 Z ” 都垂直于 （ L ), 因而共面.因此，线性 
映射 bg ^^^ geg ^ + cg ^ ge ^^ g ^ 将把 绕着 （ L ) 转到 （97 和 
07, 确定的平面上.旋转 g ^ geg ^/2 所对应的交线 （//) 与 （ M 垂 
直（因它比前两个旋转绕着 2 轴多转了 7 T /2 角).因而，（ I /)在 0 Z , 
07和 0 Z 〃 所在的公共平面上.假若旋转 g ^ gog ^/2 与线性映 
射 /2909 if \ ^9< f 290-¥ Tz /29< f \ 成比例， 9< f 2909 '^i +? r /2 将把轴 
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绕着 （ I/) 再转到 0 Z ' 和 OZ 〃 所在的平面上•因为 （ I /)，0 Z ，07 和 
0Z 〃 共面，这只当所转的角度是 0 = 0 或 0 = 7T 时才有可能，换言之， 
9^ 909^/2 或把映到自身，或把映到与 0 Z 反向的半直线 
上.因此, OXY 平面与 OX ， Y ， 平面是同一平面.这对于在 0 Z 与07 
不共线的旋转 pc 的一个充分小的邻域内的任何旋转#都是不可能的. 
这就证明了在与不共线的旋转 po 的一个充分小的邻域内， 
三个 Euler 角和它们的适当的定义域正好是一个坐标图卡.对于任何 
给定的（使与未必不共线的 )/i € 50(3), 任选一个使得 
与07不共线的旋转则如下定义的映射 u ; : 50(3) — 50(3) 

tj ( f ) = ho g~ 1 o / 

把 g 在 50(3) 中的小邻域微分同胚地映成 / i 在 50(3) 中的一个小邻 
域.这样很容易通过 g 处的坐标图卡构筑出/ I 处的坐标图卡.我们完 
成了 50(3) 是 R 9 中的3 - 流形的证明. 

注 S 0(3) 称为三维欧氏空间 R 3 上的旋转群. 


§13.2 构筑流形的两个方法 


本节要介绍两个常见的构筑流形的方法.先介绍一个构筑带边流 
形的方法. 

定理 13.2.1 设 f 2 是 R " 中的非空开集， w 是定义在 U 上的光 
滑实值函数.记 M = {p e n •• if ( p ) 彡 0 } 和 r = {p e n : < p ( p ) = 0 }. 
假若 M ¥ 0 ，又对一切 per , dip p # 0 ,则 M 是 n 维流形且 = r . 
特别, r 是！ r 中的无边界的 ( n -1) 维流形. 

证 以下证明的思路与例 13.1.3 相同.记 f / cHpea (^( p )>0 h 则 
C / 0 是 R n 中的开集， （ idc /。，％) 是 M 的一个坐标 图卡. 由此，顺便得 
到 dMnu 0 = & 换言之 ， dM c r . 设 p e r •因如 p ¥ 0,有某个 

fc G N , 1 ^ A : ^ n , 使得 D fc ^( p )= 篆 ( p ) 爹 0. 不妨假设 A : = n .记 

F ( u )= (叫，… ，〜 ^ c ^ u ))， 则 F : Q ^ R n 是光滑的.又因线性映 
射 rfF p 的行列式 DMP ) / 0,由反函数定理， p 在 R " 中有个开邻 
域仏 F 把& 微分同胚地映到 R n 的一个开集泛.记 C 7 = M n G ， 则 
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F { U ) 三 V = 故 { F -\ V ) 是 M 在点 p 处的一个坐标图卡 

(确切些说，这里的 F - 1 应为 F ^! v /). 所以， M 的每一点都有坐标图 
卡， M 是流形.因 p e r, x n ( F ( p )) = 0, 故 p e dM 、 换言之， r c 5M. 
结合以前的结果， r = 由命题 12.1.3 和命题12.1.4, r 是 IT 中的 

无边界的 （ n-1) 维流形. 口 

注请同学把上述证明与 §8.8 的第 27 题 ⑴ 的提示相比较. 

再介绍构筑无边流形的一个方法. 

定理 13.2.2 设 n 是 R / 1 中的非空开集， f 是 — R /*-* 的 
光滑映射，而 m = { P e : f ( P ) = 0[若 r 在 M 的任何点的 
秩是 （n - fc )， 则 M 是无边界的 fc 维 流形； 反之，任何 R " 中的无 
边界的 fc 维流形 M 局部地可用上述方法给出.换言之，对于任何点 
q € M ， 有 q 在 R n 中的一个开邻域 D 和光滑映射 f : U — R n _ '使 
得 MnQ =：{ pei 2 : f ( p ) = 0}. 

证设 p e M . 按定理假设， df p : R n — R n “ 是满射.不妨 
设％把 e fc +1 ， …，映成 R n - fc 的一组基.换言之，矩阵 r ( p ) 的最 
右边的 ( n - A :) 个列向量线性无关.由隐函数定理，有点 p 在 R ” 中 
的开邻域（/和中的开集 V ，与光滑映射 g : V ^ R n - fc , 使得 
MDU = {( u ， g ( u )) : u € V }•记 a ( u ) = ( u ， g ( u ))， 则 ( a , K ) 是 M 在 
p 点的一个坐标图卡.定理的前半部分证毕.后半部分是引理 13.1.1 
的推论. 口 

注1设是 R n 中的非空开集， f 是 — R n - fc 的光滑映射， 
若 f ' 在点 x 处的秩是 n - k , 则称 f 在点 x 处是个淹没 ( submersion ). 
定理中的条件可改 述为： f 在 M 的任何点处都是淹没.定理 13.2.2 也 
常称为淹没定理. 

注2 请同学把上述证明与 §8.8 的第 27 题的 （ vi ) 与 （ vii ) 相 
比较. 


§13.3 切空间 


光滑曲线在它的任何点处的切线和光滑曲面在它的任何点处的切 
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面这样的概念在直观上是很容易理解的.在 §8.8 中也曾经讨论过.因 
为流形是曲线与曲面概念的推广，我们应该把切线与切面的概念推广 
到一般的流形上去.下面要引进的切空间的概念就是这样的推广. 

定义 13.3.1 设 M 是 R / 1 巾的 A :- 流形， p e A /, ( a ， V )是 Af 在 
P 点处的一个坐标图卡， a ( t ) 二 p . M 在 p 点处的切空间定义为线性 
映射 da t 的像 da t ( R fc ), 记做 T P ( M ). T p ( M)(c T p { R n ) - R ^) 中的 
元素称为 M 在点 p 处的切向量. 

注请同学把上述定义与 §8.8 的第27题与 （ iii ) 中介绍 
的超曲面的切空间相比较.下面的讨论并不依赖于 §8.8 节的27题的 
结果,但后者是以下讨论的一个重要的背景材料. 

为了说明以上定义的合理性，先应证明如此定义的切空间不依赖 
于坐标图卡 ( a , V ) 的选择：设 (0 y U ) 是 A / 在 p 点处的另一个坐标 
图卡，则 a ( V)n _ 一 0，而在上= a 。 tp ㈤ 、其中转移函数 
^是点 U = r X (p) 的开邻域到点 V = a -^ P ) 的开邻域 
的微分同胚（参看定义 13.1.4 和命题 13.1.1) .把 R fc 映到的映射 
(却 a /3) u 是线性双射，如 V 和 d /3 u = dov 。的值域 相同. 故切 
空间不依赖于坐标图卡 （ a ， v ) 的选择. 

按定义13.3.1，切空间 T P ( M ) 是 R n 中的线性子空间.但是，儿 
何直观告诉我们，作为切线与切面的概念的推广，切空间理解为 R " 
中的仿射子空间 p + T P ( M ) 也许更 合适. 仿射子空间 p + T p ( M ) 
是 T P ( M ) 把原点移到点 p 后的结果.为了不使符号过分累赘，我们 
采用定义 13.3.1 的方式来定义切空间 T P ( M ). 但应该注意的是，当 
p # q 时， T P ( M ) 与 T q ( M ) 是不一样的，即使，它们作为 R n 中 
的线性子空间是相同的.有的书上，为了强调这一点，切空间定义为 
T P ( M ) = ( p , rfa t ( R fc )), 本讲义在下面要引进的切丛概念是带有这样 
的意图的，为了方便，我们仍采用定义 13.3.1 中的关于切向量及切空 
间的定义方式. 

由于切空间概念的重要性，我们愿意把切空间概念用向量的分量 
的语言重述-•遍： 

设在 R " 中的 I 流形 M 在点 p € M 处的一个坐标图卡是 （ a , V a ). 
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具体写出来，映射 a 是 



一 

Pi 


— 

Pi(tu …, t k ) 


p = 

P2 

0 

參 

• 

= a ( t )= 

P2(h ， … ， tfc) 

參 

• 

♦ 

， (13.3.1) 


_Vn - 


Pn(tl ， … ， 4) J 



a 的 Jacobi 矩阵是 



a \ t ) ej 恰是上述 Jacobi 矩阵的第 j 个列向量. Jacobi 矩阵的 A : 个列 
向量正好张成流形 M 在 p 点的切空间. 

定义 13.3.2 设 M 是 R n 中的 A : •流形 ， p G M . 向量 i / e R n 
称为流形 M 在点 p 处的一个法 向量， 假若对于任何 t e T p ( M )， 有 
>， T ) Rn = 0,其中 （.，.) R n 表示欧氏空间 R " 中的内积.流形 M 在点 
p 处的法向量全体构成一个 R n 中的一个 n _ A : 维线性子空间，称为 
M 在点 p 处的法 空间. 

定义 13.3.3 设 M 是中的 A :- 流形, M 的切丛定义为如下的 
_合： 

T(M) = {(p,h):pGM,he T P (M)}. 


命题 13.3.1. 切丛 T ( M ) 是 R 2 n 中的一个 （2 fc ) 维 流形. 

证不难看出 T ( M ) c R 2 n . 下面我们要证明 T ( M ) 是 R 271 中 
的一个 （ 2A:) 维流 形：设 ( p , h)G T ( M )， 而 ( a , V Q ) 是 M 在点 p 处的 
一个坐标图卡，且 a ( t ) = p . 易见， （久 x R >) 是 T(M) 在点 （ p ， h ) 
处的一个坐标图卡，其中映射0定义如下： 


/3( u ， v ) = ( a ( u ), da u ( v )). 
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由于 dttu = [ doL u o dar 1 ] o da t . 当 t 固定时， da u o da ^ 1 和它的 
逆映射是关于 u 光滑的线性映射，故映射 

( a ( u ), da u ( v )) »-> ( a ( u )， rfa t ( v )) 

是微分同胚.因此，切丛 T ( M ) 局部地微分同胚于 U Q xK k . 但是，局部 
地微分同胚一般并不蕴涵整体同胚 .( 例如， Mdbhis 带局部地微分同胚于 
圆柱面，但两者并不微分同胚 .） 一般来说，切丛 T ( M ) 未必（整体地) 
微分同胚于 MxR k . 具有性质 X ( p)G T P ( M ) 的映射 X : M ^ T ( M ) 
称为 M 上的一个向量场，它的连续性和光滑性是由 X : M R 2 " 的 
连续性和光滑性来定义的.给定了一个向量场 X ( p ) 和 Pu e M ， 欲求 
一条 M 上的曲线： 7 : ( a ，6) — A /， 使得 

尝⑴= X (7 ⑹， 7(* o ) = Po . 

这是流形上的常微分方程理论中的初值问题，也称 Cauchy 问题.它属 
于常微分方程课程的范围，本讲义不去讨论它了. 

下面的命题给出切向 M 的另一个刻画，它不是通过坐标图卡给出 
的，也许它在几何上更为直观. 

命题 13.3.2 设 M 是 R / 1 中的 A :- 流形， k ^ l,pe M \ dM , M 
heR n 是流形 M 在点 p 处的一个切向量，当且仅当有 6>0 和一个 
光滑映射7 : (- — M ， 使得 7(0) = P 且 V (0) = h . 

证先证“仅当”部分：设 ( a , V Q ) 是 M 在 p 点处的一个坐标 
图卡 ， p = a ( t ), 则任何 h e T P ( M ) 可表成 h = Y ( t ) k , 其中 k e R fc . 
令 7 ( s ) = a(t + sk ) ，当 ㈤ 充分小时如上定义的 7 有意义，由锁链法 

贝! J ， 了’⑼= a 7 ( t)k = h . 

再证“当”部分••设 （ a ， V a ) 是 M 在 p 点处的一个坐标图卡， 
7： (-£,£)-> M 是光滑的，且 7(0) = p . 只须让 e 取得足够小,便可假 
设，7 : (― M ) 一 U a = a ( K a ) •令 

r = a- l o 7 ： (^,e)^ KaCR^. 

因7 = a 。 r , 我们有十⑼= a 7 (1)^(0) G a ^ t )^ = T p ( M ). □ 



240 第 13 章欧氏空间中的微分流形 


注1命题 13.3.2 告诉我们, M 在点 p 处的切空间是由 M 上的 
过 P 点的所有的光滑曲线在 p 点的切线组成的.这是流形 M 在点 p 
处的切空间的几何涵义.由此可知，若 M 和 iV 是 R " 中的两个流形， 
且 p G M C #，则 T P ( M ) C Tp ( AT ). 特别， T P ( M ) C T P ( R -) = R ". 

注 2 请同学把上述命题与 §8.8 的第 27 题的 （ H ) 与 （ iii ) 相 

比较 • 

引理 13.3.1 设 M 是 R n 中的一个流形 ， p e M , F : f / R m 
是光滑映射，其中 [/是 p 点在 R n 中的邻域.若在 f / HM 上 F = 0, 
则对一切 h e T p ( M ), 我们有 dFp ( h ) = 0. 

证设 （ a , K Q ) 是 M 在 p 点处的一个坐标图卡，= P ，且 
a ( Va ) C f / (因 a 连续，最后一个条件可以通过缩小 V a 而得到满足), 
则对于任何 s e K a ，有 F 。 a ( s ) == 0. 由锁链法则,对于任何 s e 和 
任何 g € R ' dF a(s) o c / a 8 ( g ) = 0 •因 ( rfa 8 ( g ) : g 6 R ^} = T a ⑷ ( M )， 
只要让 s = t ， 便得引理的结论. 口 

命题 13.3.3 设 M 是 R n 中的流形， A : 彡1 ， f •• A / — R m 
是光滑映射，则对于每一点 PGM , 有唯一的一个线性映射 rff p e 
£( T p ( M ), R m ) 使得以下命题 成立： 对一切 h e T P ( M ) 和一切定义在 
点 p (在 R ” 中的 } 某邻域 C / 上且满足以下条件 

VqGMnC /( F ( q ) = f ( q )) 

的光滑映射 R m ， 必有 dfp ( h ) = rfFp ( h ). 

证若 F 和 G 是两个定义在 p 的邻域 f ； 上的光滑映射，且 
Vq € MflC /( F ( q ) = G ( q ) = f ( q )). 把引理 13.3.1 用到 F - G 上，便有 

Vhe T p ( M )( rfF p ( h ) = rfGp ( h )). 

因给定了光滑映射 f : M - R -, 必有定义在点 p 在 R " 中某邻域 V 
上的光滑映射 F : t / — R n , 使得 

Vq € Mn [/( F ( q ) = f ( q )). 

令 df p = dF p ] Tp(M) , 这个 df p 便是命题所要求的唯一的线性映射. 口 
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注命题 13.3.3 中唯一确定的线性映射 df p e £( T P ( A /), R m ) 称 
为光滑映射 f : M — 在点 p 处的微分. 

命题 13.3.4 设 M 是中的 A :- 流形， 7 V 是 Rm 中的，流形. 
若 f : M — R - 是光滑映射，且 f ( M ) c AT , 则对于每一点 p G M ， 有 

rff p ( T p ( M )) cT f ( p ) ( AT ). 

证按定义13.1.1，有 p 在 R " 中的邻域 V 和光滑映射 g : f / — 
R ' 使得 

VqG f / HA /( g ( q ) = f ( q )). 

She T P ( M ) 和 ( a ,^) 是 M 在 p 点处的一个坐标图卡，且 a ( t )= 
P , 必有 k e R *， 使得 

h = da t ( k ). 

由命题 13.3.3， 

dfp ( h ) = rfgp ( h ) = dg p o da t ( k ) = d(go a ) t ( k ). 

设 ( IU 0 ) 是流形 TV 在 f ( p ) 点处的一个坐标图卡，不妨设 foa ( V a )C 
刚、 (只要适当缩小 K a 便可做到)，令 

r = /3~' 1 ogoa : K a 

贝 lj g 0 a = /3 o r ， 且 /3 0 r(t) = go a(t) = g ( p ) = f ( p ) •故 

rff p ( h ) = c/(go a) t (k) = d ( 3 r(t) (rfr t (k)) € T f ( p ) (7 V ). □ 

注命题 13.3.4 中唯一确定的线性映射 df p eAT p ( M ), T f ( p ) (7 V )) 
称为流形 M 到流形 7 V 的光滑映射 f : Af — N 在点 p 处的微分.命 
题 13.3.4 告诉我们. • 流形 M 到流形 AT 的光滑映射的微分把 M 的切 
向量映成/ V 的切向量，换言之，微分把 M 的切空间映入 iV 的切空间. 
下面的命题给出了流形到流形的映射 f 的微分 rff p 的几何涵义. 
命题 13.3.5 设 M 是 R n 中的 A •-流形， fc 彡1, 7 V 是 R m 中的 
j - 流形 ， p e M \ dM , € > 0 和一个光滑映射 7 : (- e ，£：) — M , 7(0) = P 
而 7 切） =he T P ( M ). 又设 f : M 是光滑映射，且 f ( M ) C N , 
则 f o 7 : (― e ， e ) — N , 且 

rff p ( h ) = ( f 07 y ⑼. 
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证 按定义 13.1.1, 有 p 在 R n 中的邻域 C / 和光滑映射 g'U 一 
R m 使得 

VqG [/ nM ( g ( q ) = f ( q ))， 

贝 1 J f o 7 = g o 7.故 

(f o 7)'(0) = (go 7) , (0) = 4 (0) (y (0)) = £^ (0) (7’(0)) = dfp ( h ). □ 

注命题 13.3.5 的证明并未用到命题 13.3.4. 不难看出，命题 
13.3.4 也是命题 13.3.5 的直接 推论. 

命题 13.3.6 设12是 R n 中的一个开集，而 F 是 n — R n _ fc 的 
一个光滑映射.若 P 在 M = {p € f ) : F ( p ) = 0} 的每一点的秩都是 
n — k , 根据定理13.2.2, M 是个流形.这时， M 在 p 点的切空间是 

T P ( M ) = {h e R n : rfFp ( h ) = 0}. 


证 如定理 13.2.2 的证明所述，有点 p 在中的开邻域 C / 和 
R k 中的开集 V ，与光滑映射 g : V — R ^ fc , 使得 MAC / = {( u , g ( u )): 
u 6 V }, 换言之，对一切 u e V ， F ( u ， g ( u )) = 0•记 a ( u ) = ( u ， g ( u ))， 
则 ( a , K ) 是 M 在 p 点的一个坐标图卡.我们有： T P ( M ) 中的向量就 
是具有以下形式的向量： 


da p ( k ) = ( k , rfg t ( k )), 

其中 k e 和 ( t , g ( t )) = p . 另一方面，由于对一切 u e V > F ( u , g ( u ))= 
F ( a ( u )) = 0,故对于一切 k e R 灸 ，有 


所以 


这就证明了 


dF p ( k , dg t ( k )) = 0, 
dF p ( doL p ( k )) = 0. 

T P ( M ) c { heR n ： r ( P )( h ) = 0} 


由于上式左右两端的线性空间的维数相等，两端的线性空间必须相等. 
命题 13.3.6 的关于切空间的刻画证毕. 口 
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注1命题 13.3.6 也可由命题 13.3.5 直接推得（请同学补出证明 
的细节). 

注2由于许多流形是通过定理 13.2.2 的方式确定的，我们愿意 
用坐标分量的语言把定理 13.2.2 与命题 13.3.6 复述 如下： 设 pa e R n , 
U 是点 P () 的一个邻域， McR n . p =( p ir -, Pn ) eMnu , 当且仅当 
P = (P】 ， • • . ， Pn) e t/ 满足以下方 程组： 


Fi(?n ， p 2 ， .",Pn) = 0, 

F 2 {puP2r-yPn) = 0, 


Fn-fc(Pl，P2，."，Pn) =0, 


(13.3.2) 


其 中 F = (八 ，…，凡 _ a ：) 是个光滑的 (n-fc) 维的向量值函数，且 F = 
，… ,F n -fc) 关于 p = (Pi， …, Pn) 的导数 (Jacobi 矩阵） 


谷 ，…， F n _ fc ) 二 
谷 ( Pi ， …， Pn ) 


dF\ 

0 p \ 

dF 2 

dpi 


dF x 

dp 2 

dF 2 

d ?2 


m 

dp n 

dF 2 


dpn 



dF n _ k dF n 一 k dF n _ k 

dpi dp 2 dp n 


在 PO 点的邻域 f/ 内的秩恒等于 n - fc. 由隐函数定理，在点 P 的一个 
邻域中， M 中的点的坐标加，…,％)中有 fc 个坐标，使得其他的 n_k 
个坐标可以表成它们的光滑函数.不妨假设这个坐标是 p u …， Pfc ， 
我们有 

[Pi =Pi ， 


Pk 

Pfc 十 1 - Pk + i { pir - yPk ), 


[Pn =Pn(Pl ， … ， Pfc )， 
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其中 Pfc+l =Pfc+l(Pl ， … ， Pfc)，...，Pn =Pn(Pl ， … ， Pfc) 是 ( n - fc ) 个函数 
独立的函数.这是方程 (13.3.1) 的特殊形式，所以 M 是个 fc - 流形.将 
(13.3.1) 代入（13.3.2)，便得（关于变量 t 的）恒 等式: 

^1 (pi («!,•••, tk)y T>2{tu > t k ) } • • • , p n (t U > t k )) = 0, 

F 2( Pl ( fl ， …， ^ c )， P 2( 亡 1，."，4)， …， Pn (( l ，".，< fc )) = 0, 


F n 一 fc(pi(fi， …，亡 fc) ， P2(<l，• ••，〜)，••• ， Pn((l ， … ， 4)) = 0. 


因此，我们有 


- dF\ 

dF x 

dF x m 

• • • 


■ dp^ 

dp\ 

• • • 

dpi 

dpi 

办 2 

dpn 


dt\ 

dt'i 

dtk 

dF 2 

dF 2 

0F 2 


dp2 

办 2 

0P2 

dpi 

參 

dp2 

• 

• • • 

dp n 

• 


dt] 

參 

• • • 
dt 2 

• 

■ 

dt k 

• 

• 

• 

• 

• 

dF n _ k 

• 

• 

dF n _k 


參 

• 

8Pn 

• 

• 

dPn 

• 

镛 

dp n 

. opi 

dp2 

8p n - 


- dt] 

dt 2 

dtk -1 



上式左端第一个矩阵的秩等于 n — k ， 而左端第二个矩阵的 fc 个列 


向量构成流形 M 在点 p = a ㈦ 处的切空间的一组基.故向量 h = 
(h u ...，h n ) 是 M 在点 p = a ( t ) 处的切向量，当且仅当它满足方 


程组: 


dFx 3F\ 

dpi dp 2 

dF 2 dF 2 

dpi dp 2 


dF\ 

dPn 

dF 2 

dp n 


hi 

h 2 

= 0 . 


dF n _ k dF n - k 8F n . k L h n - 

dpi dp 2 dp n . 


由此可知，左端矩阵的每个行向量是垂直于所有切向量的，这 （n - fc ) 
个行向量是线性无关的.由线代数知识知道，任何垂直于一切切向量 
的向量必是左端矩阵的 ( n - k ) 个行向量的线性组合.垂直于所有切向 
量的向量是法向量.故任何法向量必是左端矩阵的 ( n - k ) 个线性无 
关的行向量的线性组合，故法空间的维数为 （ n _ fc ). 
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注3传统的数学分析教材介绍切向量和法向量时用的便是注2 
中用分量表示的方程的语言.我们希望同学既懂得注2中传统的语言, 
也懂得不用坐标分量的微分流形的语言,而且还熟悉这两种语言之间 
的对应关系. 


§13.4 定 向 

我们在第6章及第8章讨论区间上或曲线段上的 1- 形式的积分 
时，矜指出区间或曲线段的定向将会影响（微分形式的）积分的值.在 
第10章讨论平面的某区域上的2 •■形式的积分时，也注意到区域的定 
向会影响（微分形式的）积分的值，正因为这个原因，在介绍2-形式的 
积分之前，我们不得不讨论平行四边形定向的概念,它是2 -流形定向 
概念引进前不可缺少的准备.为了今后讨论 I 形式在 R / 1 中的 A :- 流形 
上的积分作准备.本节要介绍 R / 1 中的 fc - 流形的定向这个重要的概念， 
它将是以前依靠直观讨论过的 1- 流形和平面区域定向概念的推广.我 
们先从线性空间的定向这个概念幵始. 

定义 13.4.1 若 


( Vv ’ Vfc ) 和 （ W ! ，…， W / t ) 

是 fc 维实线性空间 K 的两组（有序的）基，它们之间的联系是 

k 

W i = 

t=l 

这两组带有顺序的（简称为有序的）基 （ Vl ，…， V /0 和 （ Wi ，…， W ,) 称 
为具有相同定向的，简称为同向的，假若 dct ( aj ) > 0. 不然称它们为有 
相反定向的，简称为反向的. 

易见，“具有相同的定向”是全体（有序的）基之间的一个等价关系， 
它把全体（有序的）基分成两个等价类.每一个等价类称为 K 的一个定 
向.一个定向的线性空间是指一个线性空间和它上面的一个定向（即, 
一 个有序基的等价类）构成的二元组. 

定义 13.4.2 设 （ Vl ，…， V / b ) 和 （ Wl ，…， Wfc ) 是实线性空间7的 
两组（有序的）基.若存在一组连续地依赖于参数 i e 丨0,的（有序的) 
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基⑷⑷，. • • ， f / e ⑷)，使得 f . W - V , (1 彡 j 彡 fc ) 和& (1) = Wj (1 彡 j 彡 
k ), 则称有序基 （ Wl ，…， Wfc ) 是有序基 （ Vl ，…， V fc ) 的 形变. 

命题 13.4.1 若有序基 （ w !， …， Wfc ) 是有序基 （ Vi , …， Vfc ) 的形 
变，则有序基 （ Wi ， …， Wfc ) 和有序基 （ Vi ，…， V ,)有相同的定向. 

证 设⑴⑷ ，…， ( k ( t )) 是使得⑼ = Vj (1 o o ) 和奶）= 
W ; k ) 的一组连续地依赖于参数< e [0, 1] 的（有序的）基•它 

和基 （ VI ，…， V / c ) 的关系是 

k 

•⑴= ⑷ Vi ， 

i-l 

则矩阵(％)⑴和它的行列式 △W = det (%)(0 具有如下的两条 性质： 

( i ) ( a #)(0) = /，因而 A (0) = 1; 

( ii ) Vt € [0, lj ( △⑴一 0). 

因△⑴在 [0,11 上连续，由连续一元函数的介值定理，△⑷在[0, 1] 
上不变号，故 A ( l ) > 0.又 

k 

Wj = f ；( l ) = ^ a i i ( l ) v i> 

»=i 

所以基 ( wi ,---, w fc ) 和基 （ Vi ，…， Vfc ) 的定向 相同. 口 

设 V = R fc ，含有标准基 ( e !,.--, e fc ) 的定向称为普 通定向 (或称标 
准定向)， 这里 

e 3 = (心1 ，…， ~ fc )， 其中〜= | Q ^ ^ ^ 

属于普通定向（标准定向）的基常称为正定向的基.当 A : = 3时，也称 
它确定了 右手坐标系. 若 V 是 R fc 的子空间， V 不存在普通定向的基 
的概念. 

引进了线性空间的定向概念后，下面我们可以讨论流形的定向概 
念了.为此，先定义流形的切空间上的定向概念. 

定义 13.4.3 设 M 是 R / 1 中的一个 fc - 流形， ( a ， K ) 是 M 的一个 
坐标图卡 , p e a ( K )， 句，…， 办 表示 R fc 中的标准基.切空间 T P ( M ) 
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中含有基的定向称为由坐标图卡 ( a , V a ) 确定的 
切空间 T P ( M ) 上的 定向. 

注由以上定义可见，在所在的空间 RA 上己经给定了普通 
定向.由坐标图卡 ( a , K .) 确定的 T P ( M ) 中的定向是和这个给定了的 
V a 所在的空间 R fc 上的普通定向及映射 a 密切相关的 .若匕 所在 
的空间 R fc 上的普通定向发生了改变（这可以通过改变基向量的顺序 
来实现)，由坐标图卡 （ a ， V a ) 确定的 T P (M) 中的定向也会随之改变. 

现在我们开始讨论流形上的定向. 

定义 13.4.4 当 fc 彡 1时， fc - 流形 M 称为可定向的，假若存在一 
组 M 的坐标图卡 {( a ， V Q ) : aeC } } 使得 

(1) U K = 其中 U Q = oc ( V Q ); 

exec 

(2) 如果 a , 那么 

▽ ? €[4^%((0，匕)和09,4)在1^(从)上所确定的定向相同). 

可定向的流形 M 的一个定向是指一组坐标图卡 {( a , K ,) : aeC }, 
它满足条件 （ 1) 和 （ 2) 以及条件 

(3) 若 (0， V 0 ) 是可定向的流形 M 的一个坐标图卡，且对于任何 
坐标图卡 (a, K a )，a € C ， 以及对于任何 p e U a nU p = a(K a ) 门卿 ) ， 
两个坐标图卡 （ a, KO 和 （ /3, 在切空间 T P (M) 上确定的定向是相 
同的，则 (/3,V^)GC. 

换言之， M 上的一个定向 {( a , V a ): oceC } 是满足条件 （1) 和 （2) 
的极大坐标图卡组.一个可定向的流形 M 和它上的一个定向构成的 
二元组称为一个定向流形. 

注以上定义中的 C 表示一个指标集 . C 中的元素 a —方面它 
扮演指标的角色，另一方面又扮演匕到 M 的映射的角色. 

我们已经定义了正数维流形的定向的概念.当 M 是零维流形时， 
即 M 是一些孤立点组成的点集时, A / 上的定向定义为一个定义在 M 
上的取值于集合{-1，1}的 函数. 

下面的引理给出了一个流形可定向的不用切空间语言描述的刻 
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画.为了方便同学理解以下的引理，我们愿意重温一下上面用到的在 
定义 13.1.4 中引进的几个 符号： = a ( V a ), V Q0 = d -\ U Q ^ U 0 ), 
V ^ a /3 : ^ V 0 a 定义为 = tt - 1 。/3•而（下面证明中要用到 

的) det (^3( u ) 的值及符号是依赖于 K 与 ☆ 中（有序）标准基的选 
取的 • 

引理 13.4.1 流形 M 是可定向的，当且仅当 M 上有一组坐标 
图卡{(«，&):«£(：}，使得 

(1) Vp e M 3 a e C(p e U a )； 

(2) Va ， /3 G CVp G V Q 0 ( deUp f Q 0 ( p ) > 0), 其中 是转移函数 • 

证设 （ a ，14) 和 （/3, W ) 是两个坐标图卡 ， p = a ( t ) = /3( u )， 则 

由坐标图卡 ( a , V a ) 确定的 T p ( M ) 上的定向是基 ( a /( t ) Cl ，…， a '( t ) 
e k ) 的定向，其屮 （ ei ，".. e / t ) 是 R > 的一组正定向基.在 u 的一个邻 
域中， (3 二 oco ^ 由锁链法则， （ a ， \4)和（/3, W ^) 在 p 点确定同样 
的定向，当且仅当 ciet ^( u ) > 0. 比较引理中的条件 （1) 和⑺与定 
义 13.4.4 中的条件，引理 得证. □ 

命题 13.4.2 若 M 是可定向 A :- 流形，则 M 至少有两个 定向； 若 
M 是连通的， M 的定向只冇两个. 

证设0 = {( a ， 是可定向 A :- 流形 M 的一组坐标图卡，它满 
足定义 13.4.4 中 的条件 （ 1) 和 （ 2) .设 M 的坐标图卡 (\ W ) 具有如下 
性质： 若它的坐标片与0中的一个坐标图卡 ( a . V Q ) 的坐标片相交，则 
在两个坐标片之交的任何点 P = A ( S ) = a ( t ) € A ( W ) n a ( V n ) 处的切 
空间上两个坐标图卡确定同样的定向，换言之， （ dA s ( ei ) ，…， dA s ( e/c )) 
与（如 t ( ei )， …， da t ( e / c )) 在 T p ( M ) 上确定同样的 定向. 所有这样的坐 
标图卡构成的集合是0的扩张，它是满足定义 13.4.4 中的条件 (1),(2) 
和 （ 3) 的坐标图卡组.为了不使记号过于累赘，以下我们干脆假定 ： 0 
满足定义 13.4.4 中的条件 （ 1) ， (2) 和 （ 3). 按照流形的定向的定义 ，可 
定向流形上至少有一个定向.设 ( a , V a ) 是一个 M 上的坐标图卡，其 
中 V a 是或 Rt 的原点0的一个开邻域.令 

A = {t = (<1 ， <2,… ，亡 Zb) : ( 一 …，^ Kx} 



和 
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Q ： (ti ， f2 … ， h) = Oc(—t\^t2y • • • , tk)- 

(值得注意的是，在这里我们用到了定义 13.1.2 的条件 （1) 中关于 fc = 1 
的情形的特殊处理!）易见，坐标图卡 （ a ， l4) 和 （ 5, 匕） 的坐标片相 
同 •• & = U a 且在这共同的坐标片的每一点的切空间上，坐标图卡 
(a,K) 和 (5, 込 ) 所确定的定向恰恰相反 . Hcd = {( a t V a ):( a , V a )€ 
0} 是 M 上的一个与0不同的定向，称为0的反定向.这就证明了 M 
上至少有两个定向.假若 M 连通，0和 CV 是 M 上的两个定向.对于任 
何 ( a ， L ) e 0 和(/3, 4) € £?，，以及 p = a ( t ) = 削 € a ( V Q ) n /3( V 0 ) f 
令 e a/3 (p) = sgn detcp ^ iu ). 易见， e Q0 (p) 在 U a n U 0 上是连续函数. 
若（7,心 ） e 0和 ( S ： V s ) e 是 p 点处的两个坐标图卡，因 p 7(5 = 
¥> 7 a 0 P a /3 0< ^( 请同学自行证明)，有〜 /3( P ) =^( P )， 即 W ( P ) 只 
依赖于 P ， 而不依赖于坐标图卡 （ a , D € 0和 ( 0 ^ 0 ) eo 1 的选择. 
故可在整个 M 上定义一个函数 e(p) = e Q0 (p), 其中 (a,l/ a ) e O 和 
(/3, ％) e O '， 且它们的坐标片都含有 p . 函数 e ( p ) 在 M 上连续，值 
域为 {1, - 1}. 今 M 连通， e 在 M 上或恒等于 1， 或恒等于- 1. 因此， 

o f = o = 0. □ 

引理 13.4.2 若流形 M 可定向，则亦然. 

证 一维流形的边界是零维流形，后者必可定向.今设 M 是 fc- 流 
形 ， fc > 1. 证明的思路与命题13.】.2及命题 13.1.3 的证明思路相仿. 
设 p e 3 M , ( a , V a ) 是流形 M 在点 p 处的坐标图卡.令 

= {u= (u u ---,u k ^i) : (u,0) = (Ui ， … ， 1,0) € y a }, 

a(u) = a(u,0). 

设 ((3, V 0 ) 是流形 M 在点 p 处的坐标图卡，则和 4 a 都是 
的开集.因此，我们有 Vt e V afi ( x k (( p Q0 ( t )) ^ 0), R x k ( cp a0 ( t )) = 0 
当且仅当 4 =0( 参看命题 13.1.2) .故 

1 6 V a / 3 且4 = o => 0 Xa ^ q/3 ) ( t ) 彡0， 
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而 

tev a0j t k = 0, d - k ^\t) = a 

这就是说，映射在 t e y a / 3 且 4 = o 处的 Jacobi 矩阵的最后一 
行除了最后一个元素外全为零.因此 


det ^( u ,0) = det ¥>“( u ) ■ —^ ― -( t , Q ), 

故 6 和為在切空间 Tp ( aA ^) 上产生同样的定向，当且仅当 a 和/3在 
切空间 T P ( M ) 上产生同样的 定向. □ 

关于可定向流形边界的正定向约定设 M 是个定向 A :- 流形 ， O 
是它的定向 . 上的正定向 d 是如下定义的 定向： （下面使用命题 
13.4.2 和引理 13.4.2 的符号， （ a , 14) 表示 M 的在点 p e dM 处的坐 
标图卡 .） 

(1) 当 *： 是偶数时， （ a , V a ) eO =>( a , V a )edj 

(2) 当 fc 是奇数且非 1 时， （ a , v Q ) eO =^{ l ^^) ed ； 

(3) 当 A : = 1 时， ( a , V Q ) € 0且 Va C (- oc ，0] => p € r?M 的（定 
向）值 = l ;( a , K a ) e O 且 14 C [0, oo ) =» p € 的(定向 ) 值 =-1. 

注这个约定使得可定向流形的正定向及其边界的正定向之间 
有了一个匹配关系.这个约定的匹配形式初看起来有点古怪，在讨论 
了命题 13.4.5 及 Stokes 公式的证明后,便会明白作出如此匹配约定的 
缘由. 

命题 13.4.3 若 M 是 R / 4 中的 n - 流形，则 M 是可定向的. 

证 R 71 中的 n - 流形 M 是 R n 中的开集，或夹在某开集与它的 
的闭包之间的集，且 M 每个（在中的拓扑）边界点的邻域是不可 
能与的内点的邻域微分同胚的（这是反函数定理的推论，请同学 
补出证明的细节)•故 M 的每个（在 R " 中的拓扑）边界点必有一个 
邻域与的边界点的一个邻域之间微分同胚.在 p € M 是 M 的内 
点的情形，恒等映射在点 p (在 R / 1 中的）一个充分小的开邻域上的限 
制和这个充分小的开邻域组成的二元组构成 p 点的一个坐标图卡.当 
P 点在 M 的（流形）边界上时，我们取坐标图卡 ( a , V Q ), 其中14是 
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R ； 的边界点的一个邻域而 a 是对应的微分同胚，并使得 det 乂〉0 
(这可以通过对 R !? 的有序标准基的适当重排而获得).这样得到的坐 
标图卡组的坐标片全体覆盖 M ， 且任两个坐标图卡在坐标片的公共部 
分的转移函数的 Jacobi 行列式大于零.它们便可确定 M 上的一个 
定向. 口 

注命题 13.4.3 的证明中确定的定向常称为 n- 流形 M 的标准 
定向 • 

一般来说， A : < n 时的 R n 中的 A : •流形不一定可定向. 在: ij 题中 
将要求证明： Mobius 带是不可定向的.下面的命题将阐明 R n 中的 
(n- 1)- 流形（又称超曲面）可定向的充分必要条件.为了讨论它，我们 
愿意回忆一下法向量的概念. 

M 在点 p € M 处的一个法向量是一个与 p 点处的切空间 T P ( M ) 
垂直的向量 . M 上的连续的单位法向童场是 M — R " 的连续 
映射 ： M 3 p ^ u { p ) G R n , 其中 u ( p ) 是 M 在点 p e M 处的一个单 
位法向量.请同学参看 §8.8 的第27题，特别是该题的 （ vi ) 与 ( vii ). 

命题 13.4.4 设 n 彡 2 .若 M 是 R n 中的可定向 （ n-1)- 流形(或 
称可定向超曲面)，则 M 的定向和 M 上的连续的单位法向量场 
之间有个 一一 对应,使得 （ p ( p )， aqt) ei ，…， 构成 R / 1 中的 
一 个正定向的线性无关向量组，其中 （ a ， K a ) 是 M 在 p = a ( t ) 点处 
的一个坐标图卡，而 （ ei ，…，是 V a 所在的空间 R "- 1 中的一个 
正定向的线性无关向量组. 

证设 ( a , K a ) 是 R " 中的 （n - 1)- 流形 M 的一个坐标图卡， 

p = a ( t ) G t/ a = a ( V Q )， 贝 ! J ( a / ( t ) ei ,---, a / ( t ) e n - i ) 是 （n — 1) 个线性 

无关的 n 维向量.把这 （n _ 1) 个线性无关的 n 维向量记为列 向量： 

— _ 
a \j 

, 0,2 j 

a ⑴巧 = . ， j = 1 ， 2,…， n — 1. 


以这 （n - 1) 个列向量为列构作一个 nx ( n - l ) 的矩阵: 
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A = 



^nl 



a n 2 




它的秩等于 n - 1，换言之，至少有一个 （n _ 1) 阶子式非零. 4共有 n 
个 （ n - 1) 阶代数余子式，记它们为~ = (- lfMeU ,， 其中 



^12 



A 3 = 



〜 •-1，2 

七 +1，1 

• 

參 

a i+l，2 

參 

參 

• 

^1 

• 

a n2 


一 l，，n -1 

%+1”冗 一 1 



因至少有一个代数余子式 Sj 非零，以下的列向量有意义: 



u ( P ) 是一个单位向量，它在仏上相对于 p 是连续的.对于任何 j e 
{1 ， …， n - 1}，我们有 

a b* I 


a nj I 

由行列式按一列展开的定理， Wp ) 与矩阵 j 的 （rz - 1) 个列向量正交， 
换言之， i ^( p ) 是流形 M 的一个单位法向量.因此以下的 n 个向量构 
成一个线性无关的向量组（请同学补出理 由)： 






( i /( p )， a ’ hh ，…， ). 
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再根据行列式按一列展开的定理，以上 n 个列向量（按如上所示的顺 
序）构成矩阵的行列式应为因而这个行列式大于零.所以这 

个向量组确定的定向与 R 71 中的标准正定向相同.若09, ％)和 （ a ， 匕) 
是 p 点的给出切空间 T P ( M ) 上同样定向的两个坐标图卡.记 


〆 ⑻勺 = 


及 


B = 


b\j 

參 
# 

■心 J 


^11 ^12 
&21 &22 


7 ’ = l ，2 ，."，n — 


» » » 


bnl b n 2 


^l,n— 

b 2， n - 


^n.n — 


则有一个行列式取正值的 ( n - l ) x ( n - l ) 的矩阵 K = {^ ij ) , 

使得矩阵 A 与矩阵 B 之间有 关系 ： A = BK . id 




6 n b \2 




n— 


^4-1,1 〜 +1,2 

參 • 

• • 

• • 

^nl b n 2 


參 •鲁 




bj - l”n 

bj + l”n 

參 

參 

办 n,n- 


则 4 与巧之间也有 关系 : Aj = B 3 K . 它们的行列式之间有以下关系： 


det^lj = detBj - detK , 且 detK > 0. 

从构作向量 Mp ) 的公式可知：由坐标图卡 (^ V 0 ) 出发得到的单位法 
向量就是由坐标图卡 ( a , y a ) 出发得到的单位法向量 i /( p ). 若 O 是 



254 第 13 章欧氏空间中的微分流形 


M 的一个定向，从0的任何坐标图卡 ( a , V a ) 出发得到的单位法向量 
i /( p ) 将构成一个在 M 上定义的连续的单位法向量场 iz ( p ). 反之，若 
M 上有一个连续的单位法向量场 Kp ), 记 O 是所有满足以下条件的 
坐标图卡 （ a ， V a ) 构成的 集合： 

Vt € V a ( (i^(a(t)), a ; (t)ei, • - •, a^tjen 
确定的恰是 IT 中的标准定向). 

根据前面讨论中关于由坐标图卡 ( a ,^ Q ) 出发得到的单位法向量 i /( p ) 
的公式我们得 到：若 （/?,%)和 （ a ， K a ) 皆满足上述条件，则它们在切 
空间 T P ( M ) 上确定同样的定向.因此，0 的确是 M 的一个定向. 口 
命题1 3 乂5 设 n 彡 2 .若 M 是 R n 中的一个 n 维流形， M 上 
的定向是标准定向，则 (9 M 上的对应于 A / 上标准定向的正定向所对 
应的单位法向量关于 M 是向外的. 

证设 p 0 € (9 M ， 按命题 13.4.3 的证明中的讨论， M 在 pa 点处 
的标准定向的坐标图卡 （ a ， K a ) 中的匕 CR $， 且 


Po = tt ( to ), to = in -1,0), dct a (to) > 0. 


设 ei ，…， e n 是 R n 的标准基•因 dct a^to) > 0, M 在 p 0 点处的标 
准定向是由 a , (t 0 )ei,---,a , (t 0 )e n 确定的.另一方面， a , (t 0 )ei,• • • 
(t 0 )e n .i 构成 在点 Po 处的切空间的一组基，因 C R/|, ct\t 0 )e n 
是指向 M 内部的一个向量.确切的理由 如下： e n 是在 t Q 处的单 
位内法向量.当正数 e 充分小时， a(t 0 +ee n ) € A /， 向量 a(t 0 + £ ： e n ) - 
a(t 0 ) 是由边界点 a(t 0 ) 指向 M 内部的.因为 


« / (to)e n = ^lim o 


OL{t 0 +ee n ) - a ( t 0 ) 


a , ( t 0 ) e n 是不可能指向 M 外部的.又因 a '( to ) 是非奇异的， a ^( to ) e n 
不可能表示成 a / ( t 0 ) e 1 ,... ? a , ( t 0 ) e n _ l 的线性组合，所以它不可能是 
dM 的切向量，换言之，它必是指向 A / 内部的.按照关于可定向流形 
的边界的正定向的约定，当 n 为偶数时,乂知)^确定 
dM 的正 定向； 当 n 为奇数时，乂⑷)…，…，乂 ㈨ )〜^确定的反 
定向. 



§13.5 约束条件下的极值问題 255 


设 ^( Po ) 是 3 A / 在 Po 点处的指向 M 外部的法向量，因 a f ( t 0 ) e n 
是在 po G 点处的指向 M 内部的向量，因此，以 

• - - , ^(to^n-lj ^(toj^n 

为列向量的行列式与以 a / ( t 0 ) e 1> --., Q / ( to ) e n ^ 1 ^( po ) 为列向量的行 
列式的符号相反.已知前者为正号，故以 

^( tojei ,---, a , ( t 0 ) e 7 l _ i ? i /( po ) 

为列向量的行列式是负的.因此，以|^) 0 )，《'(1 0 )句，…，乂 ( t 0 ) e n — i 为 
列向量的行列式的符号是（-1广.现在我们可以将所得结果总结如下： 
⑴当 n 为偶数时，以 i /( po ), a / ( to ) e 1 ,..., Q / ( t 0 ) e n - 1 为列向量的 
行列式的符号是 （+). 这恰是 Q ^ toh ，…,为列 
向量的行列式的符号，换言之， ^ Po ), a \ to ) e u -^ a f ( to ) e n ^ 确定的 
定向恰是 M 在 p 0 处的正定向. 

( ii ) 当 n 为奇数时，以 i /( po )， a ’( t 0 ) ei ， …， o :’( to ) e n - i 为列向量的 
行列式的符号是（一) . 这恰与乂⑹)々,…，为列 
向量的行列式的符号相反，换言之， WPo ) iQ ： ， ( to ) ei ) -*-7« / ( to ) en-i ^ 
定的定向恰是 M 在 po 处的反定向.一个等价的表述是： 

^( Po ), a ( to ) ei , …， a , ( t 0 ) e n - 1 

确定的定向恰是 M 在 po 处的正定向（注意 ： 

5(^1, <2»- • • 7^n) = a(-H ••，&))• 

由以上总结屮的结论，再根据关于可定向流形的边界的正定向的 
约定和命题13.4.4,命题 13.4.5 得证. □ 

注在 PQ 点处的指向 M 外部的法向量的几何涵义是简单 
明了的，而关于可定向流形边界的正定向约定初看上去是有点古怪的. 
其实，这个有点古怪的约定的背景（在 A : = n 时）就是那个简单明了的 
M 的外法向量的几何涵义.等到我们证明了 Stokes 定理后,这个有点 
古怪的关于可定向流形边界的正定向约定的合理性就更清楚了. 

§13.5 约束条件下的极值问题 

我们考虑一个很简单的极值 问题： 周长为 2 p 的面积最大的长方 
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形是什么样的长方形？问题的数学表述是这 样的： 

求满足约束条件 x + y = p 的极值问题 /( a :， y ) == xy = max 的解. 
这个问题是一个满足某约束条件下的极值问题.对于我们面临的问题， 
可以用约束条件方程的解 y = 代入目标函数，把原问题化为一个 

无约束条件的一元函数 /( x , p - x ) = xp - x 2 的极值问题，然后对后者 
求解.但有时约束条件的方程不易解开，我们不得不另辟途径. 

一般的约束条件下的极值问题是这样表 述的： 寻找实值函数 


V = /( x ) = f ( x x ，•••，〜） (13.5.1) 


在满足以下约束条件下的极值： 

Fi(xi y '-,x n ) = 0 , 

厂2(工1,…，工 n ) = 0, 


F m ( Xi 9 • • • , x n ) = 0. 


(13.5.2) 


函数 / 常称为约束条件下极值问题的目标函数.我们假定函数/, 

均光滑， rn < n ， 且函数 F 】， F 2 , …， F m 的 Jacobi 矩阵的 
秩在所考虑的区域内恒等于 m . 这时，方程组 （13.5.2) 确定了一个 
(n - m ) 维的流形 M . 点 xo e M 称为函数/在 M 上的局部极值点， 
或称/在 M 上的限制 /| M 的局部极值点,假若有点 xo 在 M 上的一个 
邻域 C /， 使得 Vx e C /(/( x ) ^ /( xo ))( 这时 x Q 称为局部极小点)，或 
Vx € U ( f ( x ) ^ /( x G ))( 这时 xq 称为局部极大 点). 寻求函数/在 M 
上的局部极值点的问题称为约束条件下的极值问题，简称条件极值问 
题.以下定理给出条件极值问题的解所必须满足的一个条件. 

定理 13.5.1 设 D C R n 是 R n 中的开集 , fiD — R 是光滑映 
射， M C D 是个流形， xo e Af 不是/的临界点，即 尸 ( xo ) # 0,而 iV 
是过 xo 点的/的等高 流形： 


N = {xeD: /(x) = /(xo)}, 


则 xo 是 /| M 的局部极值点的必要条件是 
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T X 0 ( M ) d T X 0 ( iV ). 


(13.5.3) 


证 She T Xo ( A /) 5 则有一个光滑映射 7 :(-以） — M , 使得 
7(0) = xq , 而且 

7’ ⑼ = h. 

若 x 0 是 /| M 的极值,则一元函数/( 7 (0)在 f = 0处达到极值.由一 
元函数达到极值的必要条件，有 


K7 ， (0)) = d/ Xo (h) = 0. 


由命题 13.3.6, T X 0 ( AT ) = { h : d / xo ( h ) = 0}. 包含关系 （13.5.3) 得证. □ 
注1若 x c 是/的临界点，则 xo 很可能是 /| m 的极值点.替 
如说，假若 xo 是/的（无约束条件的）极值点（这时 xo 必是/的临 
界点)， x 0 便一定是 / U 的（条件）极值点（请同学自行阐明理 由). 

注2若流形 Af 在 xo 的一个邻域内是由方程组 (13.5.2) 确定 
的，则由命题 13.3.6 及其后的注2,切空间 T ^ M ) 是由满足以下方程 
组的全体向量 h = (/ n ， •…, / i n ) 组 成的： 


加 (X0) 

dF x 

ax 2 (xo) 

OF, 

… ‘ (X0) 

dF 2( . 

恥 (X0) 

• 

dF 2( . 

9x 2 (Xo) 

• 

… ‘ (xo) 

參 

• 

• 

dF m( . 

_ % (X0) 

• 

參 

dF m 
dx 2 M 

• 

• 

dF m 

… a^ (xo) 


hi 

"2 

= 0 . 
9 

hn 


(13.5.4) 


另一方面，切空间 T X 0 (7 V ) 则是由以下的方程确定的向量 h = 
h n ) 组 成的： 


+ -~-{xo)h2 + • • • + ^^-(xo)/i n = 0- (13.5.5) 


包含关系 （ 13.5.3) 意味着 (13.5.4) 的解必是 (13.5.5) 的解.由线性代数 
知识,包含关系 (13.5.3) 等价于 (13.5.5) 的系数向量必是 （ 13.5.4) 的系 
数矩阵的行向量的线性组合，换言之，存在实数组使得 

m 

grad/(xo) = [ AigradFi(x 0 ). (13.5.6) 
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所以，约束条件下的极值问题的解必须满足约束条件 （13.5.2) 和必要 
条件 (13,5,6) 组成的联立方程组.为了更简洁地把这两个条件写出来， 
引进函数： 

m 

L ( x , A ) = /( x ) - ㈨ . (13.5.7) 

»=i 

是 （n + m ) 个自变量的函数.联立方程组 
(13.5.2) 和 (13,5,6) 恰可表示为 

( S (x ’ A)= 篆 (x) — S Ai § (x) ， =l ’ …， …’（觀) 

[^-(x,A) = -Fi(x) =0 (i = 

将以上结果总结 如下： L 是原目标函数与约束条件的函数的线性 
组合之差，这个线性组合的系数 M ，…， A m 看成 L 的一部分自变量， 
它们常称为 Lagrange 乘子，作为自变量 a ： i, • • • ,x n , Ai, • • • , A m 的函数 
L 称为 Lagrange 函数.约束条件下的极值问题的必要条件的寻求（形 
式地）化为求 Lagrange 函数 L 的临 界点. 这个方法称为 Lagrange 乘 
子法 • 


§13.6 习 题 

1. 设 Z 是个实对称 nxn 矩阵，映射 G : R " — R 定义为 

G(t) = 

其中〈•，.〉表示 Euclid 空间 R n 中的内积 . 3 : S "- 1 — R 是 G 在 S " - 1 = {x e 
R n : ( x , x ) = 1} 上的限制. 试证： 若 g 在点 x G S ^ 1 处达到极大（或极小)， 
则 t 是4的一个特征向量. 

(提 示：用 Lagrange 乘子法求约束条件 T 的极值问题 •） 

2. 设 M 和中的维数分别为 fc 和 f 的无边界的流形，且 fc + /> n . 
又设 p e M n 见假若 dim [ Tp ( M)n T p ( AT )] = fc + 卜 n ， 则称 M 与 at 在点 
p 处是横截相交 (intersect transversally ) 的.试证： 若 M 和 AT 在 MflTV 
的任何点处都是横截相交的，则 Mfl AT 是个流形. 
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(提 示： 利用定理 13.2.2.) 

3.用 SO ( n ) 表示 n 维 EucUd 空间中的旋转（行列式等于1的正交矩阵) 
全体组成的集合， g jk ( a ) 表示平面 XjX k 上的 a 角的旋转，；0轴到； Oc 轴的 
旋转视为正旋转.为了方便. 5 fc + i , fc ( a ) 简记做 g k ( a ). 具体地说, g k ( a ) 是使得 

{ x’ k = Xk cosa + x / c+i sin a , 
d+i = - x k sin a + x k +i cos a , 

而 x \ = x / (/ = 1，…， A : - 1， A : + 2, ••• ， n ) 的旋转 • 

今任给 S € SO ( n ). 

( i ) 设单位向量的 n 维球坐标表示是 

(5 e n)i = sin0 ^1} - - - sin 6^~ 1 sin ^ 1-1 , 

( 9^)2 = sind •••sin<? 2~ 1 cos # - 】， 

< . . . 

( ge„) n -i = sin 6 ^Zl cos ^ I ^ 

( pe n ) n = cos 0 ^_ J , 

其中 ( K 矽 <7 T(j = l ，."， n -2 )，（U h < 2tt •(注 意：吟 并非％的 fc 次 
幂， fc 只是个上指标令 

S ( n -1 )=.9 l ( 沒 r 1 ) … 3 n - “ C ：!)， 

试证： [g (n ~ }) ]~ 1 ge n = e n , 

( ii ) 试证 ： g € SO ( n ) 有以下表示: 

其中 

9 W = 9i(0i) - • 9k(e k k )^ 

因此，夕 = 5 ( e )， 其中的 e = ⑻，的 ，咏… ，的，…，砣， ••• wr 1 ，."，％：：】 1 ), 
SO ( n ) 的在每一点的切空间的维数不大于 n(n — 1)/2. 

注 n(n - 1)/2 个角度矽1 彡0•彡 A : 彡 n ) 称为 n 维旋转 g 的 Euler 角. 
(提示••利用 （ i )， 归纳地证明 •） 

( iii ) 试证： 假若所有的^ (2 ^ < fc ^ n - 1 ) 都既不等于0 又不等于 

tt ， 则以上表示式是唯一确定的，而# (2 O 彡 A : 彡 n - 1) 中至少有一个为0 
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或 7 T 的点 G =(的，的，的，…，的，…，的，…，％一 1 ，…，巧二 i ) 的全体构成一个 
n(n - 1)/2 维的 Lebesgue 零测度集. 

( iv ) 设 g € SO { n ) 具有形式： 

夕 (0)：= p (0}， …，的，…，砣，…，^ 1 ，…，巧二 }) 

«}(©) 咖… a ^(©) ' 

a?(e) 棚… a 2 n (0) 

= . 

修參 0 

• • • 

a?(e) a?(0) ... <(©) 

■ • 

这就是说，上式右端矩阵中的 n 2 个元素匀 （1 < i ，：/ < n ) 都是 n(n _ 1)/2 个 
Euler 角的函数.显然，奶 ㈨ 是 R n 2 中满足以下 n(n + 1)/2 个条件的元素 
( a {,..., ai ,..., a ?,..., a ^)€ R n 2 构成的子集： 

n 

扒 — 1 = 0 ( fc = l ，...， n )， 

n 

=0 ( l ^ k . l ^ kj ^ n ), 

其中 4> fc ，(1 彡& < 丨 彡蚴是 n(n + 1)/2 个以元素 a } (1 < n ) 为自变 
量的函数.因此， S ()( n ) 的在每一点的切空间的维数不小于 n 2 - [ n ( n + l )/2] = 
[ n ( n * l )/2], 结合 （ ii ), SO ( n ) 的切空间的维数恰等于 n ( n - 1)/2; 故 SO ⑻是 
个无边界的丨 n(n - 1)/2] 维的紧流形. 

( v ) 试证： 矩阵 r 是 SO ( n ) 在单位矩阵/处的切向量，当且仅当 r = - T \ 
其中疒表示 r 的转置. 

( vi ) 以 M n 表示 nxn 实矩阵之全体,上的拓扑由自然双射 M n — R " 2 
是同胚而确定.定义映射 exp : Mn -♦ Afn 如下： 

ex p T= E7r 

试证： exp 是 M n 的零矩阵的某邻域到 M n 的单位矩阵的某邻域之间的微分同 
胚. 

(提 示： 用反函数定理 .） 

( vii ) 设矩阵 T 满足条件 ： T = - T \ 试证 : expTG SO ( n ). 

( viii ) 以 A ( n ) 表示满足条件 r =— 穸的 n x n 的矩阵的全体. 试证: A { n ) 
是个 n ( n - l )/2 维线性空间. 
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(ix) 试证； 映射: T ^ expr 是 A(n) 中零矩阵的某个小邻域到 SO(n) 中单 
位矩阵的某个小邻域的微分同胚. 

4. 试证： Mobius 带是不可定向的. 

(提 示： 记映射 


g(M) = 


(6 + fsin(s/2)) cos 5 
(6 + tsm(s/ 2 )) sins 
f cos(s/2) 


R Vi = (0,3tt/ 2) x (-a,a) 和 = (n, 5 n/ 2 ) x (-a,a )], 贝 Ij 两个坐标图卡 
(gv^ ，叫和 (gv 2 ,K 2 ) 对应的坐标片 EA 和 （/ 2 之交有两个连通 成分： 


UiC\U 2 = gv^x ((tt, 3tt/2) x ( 一 a ， a)) U gw ((◦ ， tt/2) x (—a ， a)) • 

对应于这两个连通成分上的和的转移函数的导数的行列式正好反号 .) 

5 .设 0 < a < b， 映射 g : R 2 — R 4 定义 如下： 


g(M) = 


(b + a cost) cos s 
(6 + a cost) sms 
asints\n(s/ 2 ) 
asinf cos(5/2) 


映射 g 的像 /C 称为 Klein 瓶，它是 R 4 中的 2 维流形. 试证： Klein 瓶是不可 
定向的. 

(提示：记 Vi = (0,37r/2) x (一 7r,7r) 和 Vi = (7r,57r/2) x (-7r,7r), 贝 Ij 两个坐 
标图卡 （gv^h) 和 (gv 2 i V 2 ) 对应的坐标片 fA 和 f/ 2 之交有两个连通 成分： 


U x nU2 - gv l ((tt, 37t/2) x (-a ， a)) U gv^ ((0, tt/2) x ( 一 a, a)). 

对应于这两个连通成分上的和的转移函数的导数的行列式正好反号 .) 

6.设 M 是 R n 中的一个 fc- 流形. 试证： 

⑴对于任何 p € M, 在 R n 中有一组基向量 e !,..., e n , p (在 R n 中）的 
一个开邻域 f / 和光滑映射使得 


[/ n M = |x + p(x) : x 6 t/ n Ni I , 

其中爪是由 e l? ..,e fc 所张成的 R" 的线性子空间，而 7V 2 是由 e fc+1> ...,e n 
所张成的 R n 的线性子 空间； 
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(提示:利用 §8.8 的第2题的 （ ix ).) 

( ii ) 利用⑴给出引理 13.1.1 的另一个 证明； 

(提 示： 每个点 z € R n 可唯一地表示成 x + y, x € Ni, y € W 2 .设 
F(x + y) = v?(x)-y.) 

( iii ) 利用 §8.8 的第 2 题的 （ vi ) 证明推论 13.1.1. 

7. 设 M 是 R n 中的一个定向的 1- 流形.(事实上，任何1•流形都是可定向 
的，本讲义不去证明它了 .） 试证： M 上有一个连续的单位切向量场 t ， 且任何连 
续的单位切向量场 t 确定一个 Af 的定向. 

8 . ( i ) 考虑三维空间 R 3 中以下的一维流形（螵旋线）在点 （ x ， y ， z ) 处的切 
空间: 

{ X = a cost, 
y = asin t } 
z = cl . 


( ii ) 考虑三维空间 R 3 中以下的二维流形（椭球面）在点 ( x ) V ) z ) 处的切 


空间: 


y 




( iii ) 考虑三维空间 R 3 中以下的二维流形（圆锥面）在点 （： r ， y ， 幻 处的切 


空间: 


5 + 工 2 切〜 Vo. 


( iv ) 考虑三维空间 R 3 中以下的二维流形（螺旋面）在点 ( x ^ z ) 处的切 


空间: 


X = u cost ;, 

y = usin v , (u ^ 0). 


( v ) 考虑三维空间 R 3 中以下的一维流形 （ Viviani 曲线）在点 （ x ， y ， 2 ) 处 
的的切空间： 


x 2 + y 2 + z 2 ^ R 2 y 
x 2 + y 2 = Rx . 


(x ^ RY 
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9. nxn 实矩阵的行列式是 n 2 个实自变量的函数，记做 


$ = $( a ； u , …， awnn ) = det 


an … aij 


fli 


an 


0>ij … din 


^nl 


dni 


O^nn 


( i ) 试证; 


d 伞 
9 aij 


= (i，j = 


其中人,是行列式 $ 对应于第 i 行第 j 列元素 cio 的代数余 子式: 


= ( 一 1 产 det 


an 


a iJ-i a i , j+i 


ain 


a *- l , 




fli - l，n 
a i+l,n 


a n i 


a n ， i-l a n,i 41 


Gnri 


n 


(提 示： 利用行列式按一列展开公式 ：中= j = i ， …， n .) 

( ii ) 试证： 使函数中在约束条件 

n 

= 1 (j = 1 ， … ， n) 

*=1 

下达到极大值的 n 2 个自变 ft au， …，~，…， dnn 和 n 个未知数 Ai ， …， A n 应 
满足方 程组： n 

= 1 (j = 1，…，几） 

»=1 

和 

^ - Aij - Xjaij = 0 (i，j = 1， • • • ， n). 

(提示 ：利用 Lagrange 乘 子法： 目标函数是 中 2 , 约束条件为 f ： 4 - 1 = 

i=l 

0 ， j. = l ， ... ， n.) 

( iii ) 试证：满足 （ ii ) 中所述方程组的 an , …， ay ， …， a n n 和 Ai ， …， A n 应 
满足条件 
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(提 示：对 （ ii ) 中第二个方程组的方程两端乘以然后对 i 求和 .） 

( iv ) 试证：在$ 一 0时,满足 （ ii ) 中所述方程组的 an ，…，叫，…， d nn 和 
Al , --,An 使矩阵 

an … a\j … ain 


CLn … CLij … CLin 

• 參 • 

• •參 

• • • 

_ a n i … CLnj … a nn 

是个正交矩阵. 

(提 示：以 =少 2 代入⑻中第二个方程组的方程，再对 （ ii ) 中第二个方 
程组的方程两端乘以 cii / c ， 然后对 i 求和 .） 

( V ) 试证 ： （ ii ) 中条件极值问题的解 （如，…，叫，…, dnn ) 必满足条件 

= 0或 = 1. 


(提 示： 正交矩阵 A 满足矩阵方程= /，其中/表示单位矩阵 .) 
( vi ) 对于任何 n x n 的实矩阵 

an … a\j … ain 1 


A = aii 


Clij … Clin 


I a n i … 

我们有以下的 Hadamard 不 等式： 


(Inn 


\ detA \ ^ 



(提 示： 注意到行列式是列向暈的重线性函数，然后利用 （ v ).) 

10 . 假设 V 是 R n 中的一个超曲面 （( n - 1)- 流形)，映射 p ㈠ i /( P ) 是 
V 上的点 p 到 V 在点 p 处的单位法向量的光滑映射（这就是说， K 是可定向 
的).又设/ C R 是个开区间，光滑映射7 : — V 称为1/上的一条测地线，假 
若加速度7〃⑷€ R n 满足条件 W € /(7〃⑷丄 t 7 (0 v ), 换言之，有 MO e R 
使得 

Vf € = A ⑷( V 。 7) ⑷). 



⑴ 假设 1/ = s n - x = {p e R n : | p | = l }, 且 VK /( 7 (0 € S "- 1 ), 试证： 

心/ ㈣ 丄 7 ( o ). 

( ii ) 假设 V = S n - r = {p € R n : | p | = 1}, 且光滑映射 7 : v 是 S"- 1 

上的一条测地线， 试证： 

(7"(0,7"⑴)= ((7’ ⑷，7’⑷ ))' 

^ 提示： 设法 证明： 

Vte /(7〃(0 = -(7 '⑷ ，铜7 ⑴) 

( iii ) 假设 K = S "- 1 = {p 6 R n : | p | = 1}, 且光滑映射 7 : — V 是 

s - 1 上的一条测地线， 试证： 

(|)(7 W ’0. 

^ 提示： 设法 证明： 

V <€ = 2(7' ⑷， 7 ’⑴) • (7" ⑴ ，7’(0)).) 

( iv ) 假设 K = S n ~ l = {p e R n ： |pl = 1}, 且光滑映射 7 : — V 是 

S "- 1 上的一条测地线， 试证： 有 a € R 和 v h v 2 e R n 使得 | vi = | v 2 | = 1 ， 

Vi 丄 V 2 且 

7 ⑷ =cos atv \ + cos atV2 - 

假若 a # 0 ,则 7 是 S 71 ' 1 上的一个大圆 • 

( v ) 假设 V 是 R n 中的一个一般的可定向的超曲面，光滑映射 7 : — V 
称为 V 上的一条测地线， 试证： 

W € / (7" ⑴ + (7’ ⑴， { Du ) o 1 { t )- 7’⑷ ) …。7⑴ ） = 0) ， 

^ 提示： 设法 证明： 


WG / ( 入⑷ = (7" ⑷ ,(" 。 7 ⑹ )= _(7'W ，（ Di/)o7(0.7’W)(P o 7W). 
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( vi ) 试证： （ v ) 中的方程等价于以下的二阶常微分方 程组： 

+ X ] (( 的， D 3 v ^)° 飞⑷) Y ⑴7冰）= 0 (1 ^ ^ n ). 

( vii ) 试证： （ Vi ) 中的二阶常微分方程组等价于以下的一阶常微分方 程组： 

[ + ^2 ((的 Aa ) ⑴) 也⑷分 fc ⑷= 0， 

< l ^ j^n 

{ 7 i (^)= 矽“0， 1 彡 i 彡 n . 

( viii ) 试证： 对于任何 pev 和任何 V e Tp ( K ), 有一个 s >0 和一条测 
地线7 : / = (-£, e ) —► V 使得 7(0) = P 且7乂0) = v - 
(提示：利用 §7.9 第37题 .) 

进一步阅读的参考文献 

以下文献中的有关章节可以作为微分流形理论进一步学习的 参考： 

[2] 的第十一章第1节介绍了流形的基本概念. 

[5] 的第十一章介绍了流形的基本概念. 

[9] 的第四章介绍了流形的基本概念. 

[11] 的第三卷的第二章和第三章非常简练地介绍了流形，重线性代数和微 
分形式的基本概念. 

[13] 的第一章介绍了流形的基本概念. 

[14] 的第二十四章非常简练地介绍了流形，重线性代数和微分形式的基本 
概念. 

[19] 的第九章介绍了流形的基本概念. 

[20] 的第八章介绍了流形的基本概念. 

[21] 的第十四章介绍了流形,重线性代数和微分形式的基本概念.内容相当 
丰富 • 

[22] 的第五章第 9,10 节非常简练地介绍了流形和微分形式的基本概念. 

[26] 的第五章介绍了流形和微分形式的基本概念. 

[29] 的第十五章介绍了流形和微分形式的基本概念. 




第 14 章重线性代数 


在线性代数的基础上，本章将扼要地介绍重线性代数，目的是为 
下一章介绍微分形式的运算作准备.重线性代数的理论是德国数学家 
Hermann Grassmann 在研究高维几何时建立起来的，并于1844年 
发表在一本小册子 Ausdehnungslehre 4^. Grassmann 同时代重要的德 
国数学家中,也许除了 Mdbius 外，都忽视了这一重要的理论 .Grassmann 
终生是位中学数学教师，未曾取得一个大学的教职.但他是位多才多 
艺的人，对古印度语造诣很高，生活颇怡然自得.到了 20世纪的20 
年代（距 Grassmann 发表他的小册子已过了近八十年)，现在被公认 
为20世纪几何学大师的法国数学家 Elie Cartan 把他自己的微分形 
式理论（我们在讲义的前几章中曾接触过特殊情形的微分形式）建立 
在 Grassmann 重线性代数的框架上，这时数学界还没有注意到 Grass ¬ 
mann 重线性代数的重要性.直到 E.Cartan 的工作被 Hilbert 的学生 
德国数学家 Hermann Weyl 利用和发展，这才引起了世界数学界的 
注意 . E.CarUm 和 H.Weyl 的工作不仅在数学中，甚至在理论物理中，也 
是基本的工具.从此 Grassmann 的重线性代数理论的重要性得到了当 
今数学界与物理学界的普遍承认，它自然地成为大学本科生教材所不 
得不介绍的内容.本章将介绍本讲义以后的章节所需要的 Grassmann 
重线性代数的知识. 

在本章中 K 永远表示一个实数域上的有限维的线性空间. 


§14.1 向量与张量 

定义 14.1.1 表示 V 上的所有的线性泛函的 全体 ： W = 
£(^ R ). V f 也是个线性空间，常称为 K 的对偶空间，或称为 F 的 
共轭空间 . W 中的元素常称为协向量. 
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注这里有些概念在第10章§7的第4小节中出现过.应注意的 
是,有限维 Euclid 空间上的任何线性泛函都是连续的.为了和第10章 
第7节中出现过的概念的记号相协调，我们把 K 的对偶空间记做 
许多书上，特别是代数书上， V 的对偶空间常记做 V -. 

当 V = R "时，我们常把 V 中的元素理解成列向量 （n x 1矩 
阵) . ％表示第 j 个标准基向量，即第 j 位分量为1 $其他分量为0 
的列 向量. 设 a € V "，记％ = a ( e ,). 又设 x = f ： x 、， 我们有 

j=i 

a ( x ) = J 2 a j xj • 若记 a = ⑷，…, a n ) 为一个行向量， 

则 a ( x ) = ax , 右端为 n 矩阵 a 与 n x 1 矩阵 x 的乘积.记 0 为第 
k 位分量为1而其他分量为0的行向量.易见，6 1 ，…，巧构成了 W 
一 组基，且 e fc ( ej ) = 0，其中 0 是 Kronecker 符号(或称 Kronecker 

# = 若卜 k ， 

J jo, 若 j 爹 k. 

注到第13章为止，为了不与变量的幂发生混淆,我们尽量避免 
把变量的指标用上标表示.从本章开始，为了遵从文献中的习惯用法， 


我们对张量的指标用上标与下标来表示. 


定理 14.1.1 若 （ Ul ，…， u n ) 是 K 的一组基，则 K 的对偶空间 
有唯一的一组基 （ G 1 ， …， V ),使得 


u J ( u k ) = S J k . 


满足这样条件的 V - 的基 （ ii 1 ， …， V )称为 K 的基 （ Ui ，…， Un ) 的对 

偶基. 

证 w 的元素 a 1 ， …， V 定义 如下： 



k = 1，…， n . 


因对于任何 A , /i € R , 

ii 十 + /x fy u/)=a fc ( 亡 

\ j 二 1 j^=l / \j=l 


(Ax J + fiy j )uj 
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=入/ + =入# ( ^2 Wuj 




故 ii fc e K '， 且 u k { uj ) =矽.若 E 〜•& = 0,则 F 〜也) ( u fc ) = 

0) •因为 ( p ajU J ^( ujfc ) = 5 Z a jS { = a *：, 所以对一切 fc ， a ；： = 0 .我 

们证 明了： fi 1 ，...# 是线性无关的.今设《 € 记七 =«(七)，注 
意到 

/ n \ 71 n 

a ( EH Pa(Uj) = E a〆 

、片 1 ’ j=l j=l 


故 




Z ^ j . 


我们证 明了： （ a 1 , …， w ) 是 r 的一 组基. 口 

推论 14.1.1 有限维线性空间 V 与它的对偶空间 V '的维数 


相等 • 

推论 14.1.2 对于任何 X e K ， 只要 X # 0, 必有 a e W ， 使得 


a ( x ) 一 0. 

这两个推论的证明留给同学了. 

命题 14.1.1 有限维线性空间 v 和它的双对偶 y " = ( py 之间 
有一个自然同构， 即一 个不依赖于 K 的基向量选择的同构. 

证构造映射 f — V 〃如 下： 


Vx e Wa e V r , ( f ( x )( a ) = a ( x )). 
易见，对于任何 A ,/ xGR 和任何 a , /3 G 


f ( x)(Aa + / i /3)=( 入 a + / x /3)( x )= 入 a ( x ) + / i /3( x ) 

= Af ( x )( a ) + / xf ( x ) ⑹. 
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所以， f ( x ) € 又对于任何 A , // e R , 

f(Ax + / iy )( a ) = a(Ax + ny ) = Aa ( x ) + // a ( y ) 

= Af ( x )( a ) + / if ( y )( a ), 

故 f(Ax + // y ) = Af ( x ) + // f ( y ), 

f : V ^ V , f 是线性映射.由推论 14.1.2, f : V ^ V / f 是单射.由推论 
14.1.1， i:V ^ V ft 是满射.故 f : V — V "是不依赖于基的选择的同 
构. 口 

推论14丄3 若 （ a 1 ， … ， a ， 是 W 的一组基，则 V 有一组基 
(Ui ， … ， u n ), 使得 a j ( u k ) = S J k , 换言之， （炫 1 ，…，^ 71 ) 是 (ui,---,u n ) 
的对偶基：以=以. 

证这是定理 14.1.1 和命题 14.1.1 的推论. 

定义 14.1.2 设 r e N . V 上的 r 阶协变张量是一个满足以下 
条件的映射 a : R ： 当任何 （ r - 1) 个自变量固定时，它是剩下 

的那个自变量的线性映射 . V 上所有 r 阶协变张量的集合记做: P . 若 
在讨论中有多个线性空间需要区别时，则记做 

注 r 阶协变张量事实上就是 V 上的广重线性泛函（参看第8章 
§8.9 的 8.9.1 小节) • 

定义 14.1.2 中要求的条件是，对于任何 j G N , 1 ^ j ^ r , 任何 
A , /i G R 以及任何向量 vi ， …， Vj ， v $， …， v r ，有 

a(Vi ，…， Avj +/iv; ， … ， v r ) 

= Aa (vi ， … ， Vj ， … ， v r ) + /za( Vi ， … ， v; ， … ， v r ). 

^ 上相对于函数相加以及数乘函数的运算定义的线性运算构成一个 
线性空间. 

一阶协变张量就是 W 中的元素.二阶协变张量是 VxV 上的双 
线性函数.内积便是满足以下条件的7 e 了 2 : 

Vx,y € V ( 7 ( x ， y ) = 7( y ， x )) ; 

Vxe V (7( x ， x )>0); 
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7 ( x ， x ) = 0 x = 0. 

在一般的张量分析书中还有逆变张量的概念，但本讲义不述及它.为 
了叙述简便，本讲义中将把协变张量简称为张量.下面我们要引进“张 
量乘积”(简称“张量积”）的概念. 

定义 14.1.3 设 a G 7- 和 e 则 a 和的张量积是一个 
通过下式定义的张量 a ®( 3 e 

a ® /3( vi ，…， v r+a ) = a ( vi ，…， v r )/3( v r +1 ， …， v r+a ). 

易见，以上定义的 a ®/3 € 又不难看出，张量乘积满足结 
合律： （a (g)/3) = a (g) (/3 ® 7 )， 但不满足交换律：一般来说， a ® /3 
未必等于 

定理 14.1.2 若(111，…， Un ) 是 K 的一组基， ( fi 1 ， …， fi n ) 是它 
在 P 的对偶基，则集合 

{ u jl ® ® u jr : 1 ^ ji ^ n , • • • , 1 ^ j r ^ n } (14.1.1) 

是 7- 的一组基.特别， 7- 的维数是 nr 
证由张量积的定义，易见 


(i jl ® fcl ， … ， Uh) = 私 :: 夂 , 

其中重（指标) Kronecker 符号％:忠定义为 



若()1，…， Jr ) =(灸1，…， * r )， 

若 (jl, … ， j r )f ⑷，•••,‘)• 


若 Cjl ... jr 是一组使下式成立 的数: 


Cj x ...j r vi ii ® u jr = o ， 

il-ir 

其中 E = E … f ：， 则 

h … j r il=l jr = l 

C k,-k r = C 3i-3r^ ® ® U Jr (u fcl , • • • , U/eJ = 0, 

31—jr 
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对一切重指标 ( k u …, k r ) 均成立.所以向量组 (14.1.1) 是线性无关的. 
设 a e T ' 对于任何重指标么 •••> ，记 

a jl'-jr = ， … ， U jr)* 

对于任何 r 个向量 Vi , • • • , v r 6 y 和任何 j = 1，…， r ， 有表示式 Vj = 
4叫，其中$ = 由 a 的重线性的性质，有 

k=l 

咖，•.•，〜)=[； W 1 … ^ r a ( u ix ，…， u Jr ) 

Uu - Jr ) 

=^2 ® ® 

(jl ， … ， Jr) 

故 a = X ： a h ... jr n ^ ® ® u >.(14.1.1) 张成了 T r . □ 

(Jl ， … ， Jr) 

为了方便，我们约定，数量称为零阶张量（或称标量).零阶张量空 
间的维数是 n G = 1. 零阶张量与一个张量的张量积理解为通常的 
数乘张量. 


§14.2 交替张量 


本章的目的是为下一章讨论微分形式作准备.而微分形式是一种 
特殊的张量，称为交替张量.本节将专门讨论它. 

定义 14.2.1 aeT r 称为交替张量，若它具有如下性质：只要 
有两个不同的指标 j # A :， 使得、=%时，必有 a ( vi ,---, v r ) =0. 

所有 r 阶交替张量组成的集合记做 A r ( n ， 或简记做显然, 
A r (^) 相对于函数加法和数乘函数的运算来说，构成一个线性空间. 

任何零阶张量（数量）或一阶张量（向量）均为交替的.若 a ，/3 是 
交替的，则 a ® 0 - /3 0 a 也是交替的. 

命题 14.2.1 aGT r 是交替的，当且仅当对于任何 l ^ j < k^r 
和任何 vi ,--., v r e 必有 

a ( vi ,--., v j _ 1 , v fc , v ：?+1 ,--., v fc _ 1 , v j 5 v fc +1 ,.-., v r ) 

= -Q^Vi ， … ， Vjq, Wi ， … ， Vfc—hVhVfc+i ， … ， v r ). 
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证“当”的部分是显然的.下面证明“仅当”.为了书写方便，假 
设 r = 2. 它已包含了一般 r 情形的证明思想.利用 a 的双线性性及 
交替性，有 


a ( v , w ) = a ( v , v ) + a ( v , w ) = a ( v , v + w ) 

和 

a ( w , v ) = a ( w , v ) + a ( w , w ) = a ( w , v + w ), 

故 

a ( v , w ) + a ( w , v ) = a(v + w , v + w ) = 0， 

所以 a ( v , w ) = - a ( w , v ). □ 

命题 14.2.2 若 a € A ' 而 Vl ，…, € K 是线性相关的，则 

a ( Vi ，…， v r ) = 0. 

证因 Vl ，…，是线性相关的，则有一个向量，不妨设为，是 
其他向量的线性 组合： r 

Vl 

j =2 

故 r 

…， v r ) = ^ c 7 a ( v i , v 2 ,---, v r ) = 0. □ 

• 7=2 

推论 14.2.1 若 r > n , 则 A r = {0}. 

证当 r > n 时， 1/ 中任何 r 个向量必线性相关.推论 14.2.1 是 
命题 14.2.2 的推论. 口 

为了下面讨论的方便,我们愿意重温一下高等代数中学过的关于 
置换群 6 V 的知识 . 6 V 表示{1，2,…，埒到自身的双射的全体 . &相对 
于映射的乘积（或称复合）构成一个群 . 6 V 的元素的个数是 H . 置换 
creS T 的符号定义为 


= n s s n ( a ( fc ) - a 0))» 

3<k 

其中符号函数 sgn 定义为 

{ 1，若 : r > 0， 
-1，若 x <0， 

0，若 x == 0. 
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当= - 1时，^7称为奇 置换; 而 £((7) = 1时， (7 称为偶置换.不难 
看出，对于任何置换 aes r 9 e ( a )^0, 换言之，置换非偶必奇.又不难 
证明： e ( ar ) = e ( a ) s ( r ). t e S r 称为对换 ，若有 i，j € { l ，...， r }， 使得 
i # J ’， 且 

I j , 若& = ^ 
i , 若 fc = j ， 
k 、 若 j 

易见，对换 t 都是奇 置换： e ( T ) = -1. 另外，任何置换 a 三 S r 可以写 
成有限个对换的乘积 ： a = 7) … Tk , 其中 Tj (j = 1，…， fc ) 是对换.若 
a = Ti -- r kl 其中每个 Tj (j = 1,…， fc ) 都是对换，则 e ( a ) = (- l ) fc . 

定义 14.2.2 设 a 是个 r 阶张量 ， a € 6 V r 阶张量〃 a 定义如 
下：对于一切 V ir --, v r 6 V , 

a a ( vi ,-.., v r ) = ⑴ ，…， v 刪). 

命题 14.2.3 对于任何 a € ;，映射 a ^ a ct 是丁 r 到自身的 
线性映射，且对于任何 (7, rGS ry aT a ( T a ). 

证命题 14.2.3 的前半部分是显然的.后半部分证明 如下： 定义 
14.2.2 告诉 我们： 


r «( v ir • • ， v r ) = a(v 了⑴， … ， v T(r) )， 


故 


"TaKvi ， … ， v r ) = T a(v a ⑴ ，…， V(7(r) ) 

= a(v 打⑴， … ， v 打 (r) ) = ar a(v!,..-,v r ). 

所以， ^( r a ) = CTT a . □ 

命题 14.2.4 若 o ： e A r 和 a e SV •，则 a o ： = e ( a ) a . 

证由命题 14.2.1, 对于任何对换 r ， 有 T a = e ( r)a = - a . X 

因任何置换 creS r 可以写成有限个对换的 乘积 ： a = r l -- T k , s ( c 7) = 

(- 1) '故 

a ot = T, ' Tfc a = (一 l) fc a = e ( a ) a . □ 
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下面我们要引进一个作用在张量上的重要的算子，称为交替化算 
子，记做 A . 

定义 14.2.3 设 a 是个 r 阶张量，我们定义 

Aa = £ { a ) c 

ere Sr 

其中的 Aa 称为 a 的交替化, A 称为交替化 算子. 

例 14.2.1 设 

V = (Vl ， V 2 , … ， v n )，w = (w u w 2 y -- y w n ), 
e 1 ,© 2 ,- -, e n 是 e \ e 2 , …, e n 的对偶基， {1， …， n }, 则 
A ( e 7 ( g ) ^^( v , w ) =( e J ® e A : )( v , w ) - ( e 7 ® d ”( w , v ) 

= dw k - v k w ^ Vj Vk • 

忉 fc 


例 14.2.2 设 

U = V = {V\,V2r- yV n ), W = ，扣 2 , • • • , W ； n )， 

以，6 2 ,…， d n 是 e ' e 2 , …， e n 的对偶基，丄 e {1，• • • ， n }, 贝 lj 
A(e J ® e fc (g) 吞 ” (u ， v ， w) 

= u^v k w l + u k v l w^ + u l v^3w k — u k v^w l - i^v l w k — u l v k w 3 


U 3 

Uk 

Ul 

V 3 

Vk 

Vl 

Wj 

扣 k 



我们发现，上述两个例的右端式子分别是二阶和三阶行列式.将 
来我们要得到交替化算子与行列式之间的更为一般的结果. 

命题 14.2.5 若 a € 和 T € S ；， 则我们有 

(1) T ( Aa ) = e ( r ) Aa ; 

(2) Aa 是交替 张量； 

( 3 ) 当 a 是交替张量时，必有 Aa = r !«; 
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⑷ A T a = £-( r ) Aa . 

证四个结论分别证明如下: 

(1) 的证明： 


r ( Aa ) =T ( 、) = ( ⑷ T£7q ) = Z] 咖)〜 

^cres r ’ ^(T£Sr ^ creSr 

=^( t ) ^2 ^( Ta) ra a = ^( r ) ^ e ( p) p a = e ( r ) Aa . 

a&Sr P^S r 


(2) 是 （1) 的推论. 

(3) 的证明：若 a 交替，由命题 14.2.4, 有 〃 a = e ( a ) a . 由定义 
13.2.3, 


Aa = ^ £(a ■ 广 a = ^ e(a)s(a)a = ^ a = r!a. 

托 S r aeS r (TGSr 

(4) 的证明： 

A T a = L ^(^) a ( T a) = e{a) GT oc 

f ^^ S r ( T ^ S r 

= ^r) OT a = e(r) ^(p) p oc = e(r)Aa. 口 
^€5 r P es r 

我们要引进以下记 法：设 / = (“ ，…, i r )， 其中 6 e {I， 2 ,…， n}， 
j = 1，…， r, 则 r 称为 / 的长度，记做|/| = r. /称为递增的，若 
U < 12 < < ir - 

定义 14.2.4 设 ( m， …， u n ) 是 K 的一组基， （a 1 , …， W) 是它的 
对偶基.（#,•••，&)是对偶基中的一部分向量，其中 h < i 2 < …< 
i r . 我们引进以下的 记法： / =仏，".，!\0和 

U 7 = A(u 11 ® •••(g)u ?：r ) = ^2 « (以 1 ® 

aes r 

有了以上的记法后，我们可以得到 A r ( V f ) 的一组基的如下表示. 

命题 14.2.6 设（叫，…，11„)是 K 的一组基，则集合 


B = { u 1 : \ I \ = 


(14.2.1) 
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构成的一组基. 

证设/=(纟1,…， i r ) 和 J -{ jir " yjr ) 是两个长度为 r 的由 {1,2, 
3, …， n } 中的数构成的序列，则 

ii’ (u 力 ，…， u； r ) = A(u il ® ® u ir )K* 2 ，•••，％) 

=[ 制 fi 11 ® …㈣ ir (u “) ， … ， u 允⑺ ）= 4 ， 

( reS r 

其中 4 称为重（指标) Kronecker e ， 它的定义是 

/ = I s ( a) y 若 J = a ( I ), 

~ = 1 0，若 J 非 J 之 重排. 

特别，对于任何两个由{1，…， n } 中的 r 个两两不相等的数构成的递 
增的数列 / = 和= ( Jl ， …, Jr )， 则 

u 7 (u jl? ---,u ir ) = ^, 

其中 0 是重 Kronecker delta ： 

今设数列 / 和 J 是由 { I ,--, n } 中的 r 个递增的数构成的，则 


V(u 力 ，…， u)J 




若/ = ,/， 
若 / / •/， 


由此 

^2ciu f (u jir --,u jr ) = cj. 
ieB 

所以， 5：以 V = 0将导 致所有 的系数 CJ = 0,故 S 是一组线性无关的 

I^B 

向量. 

设 a € A r ， 由定理14.1.2， 



E 


c jWr a Ji ® … 


® u Jr . 
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定义 14.3.1 设 a e 和 0 e A s , 定义 a 和/ 5 的外积(或称楔 
积，英语为 wedge product ) 如下： 

aA/?=A 6 0 9 - 

当 r = 0或 s = 0时， a A /3就是通常的数乘张量. 

命题 14.3.1 若 a G 7^ 使得 Aa = 0, 则对于任何 /3 6 T s , W 

A(a (8)/3) = A(f3 ® a) = 0. 


证记 

[re S r+9 : Vj 6 {r+ 1，…， r + s }( T ( j ) = j)}, 

7 1 是 5 r + s 的一个子群，且如下定义的映射 T 3 t ^〆 e &是 T 到 
S r 的一个 同构： 

显然， 

Vr 6 T( r (a (S) 0) = T， a ® /3). 

T 的左陪 集将& + s 分解为互不相交的集合之并,或者说，以下的等价 
关系 

a 〜 r <=> a~ l r G T 


将 SVh 分解为互不相交的集合之 并：乂 ^中有 p = (r + s )\/ r \ 个元 
素① e S r +s {j = 1, ••',?= (r + s )!/ r !)， 使得 

v 

Sr^s = |J crjT , 且力^々了门(^了 = 0). 


由此我们得到 

p 

A(a (8) /3)= [ 咖广 ㈣/?) = 咖 T) 〜 T (a®/3) 

^€5r4-3 j=l tGT 

= e (〜) e ( r P T ( a ® Z 3 ) = [ [ £ ( r V ( a ^ P ) 

i=l reT j=\ ^reT 
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v 




p 


e ( T， y ，oc \ ^ z 3 ) = = °- 

- f es r 


3= 


为 / 证明 A (/3 ( g ! a ) = 0, 定义 tr e S r +8 如下: 


O )= 


j + r, 若 1 < s, 

j - 5，若 s + 1 < j + 5. 


0 可 

□ 


易见， (3 ⑧ ot= a (a 忿 (3). 利用命题 14.2.5 的（4)，由 A(a ® /3) 

推出 A {(3 (8) a ) = 0. 

推论 14.3.1 a , a 7 6 T r , )9 e 尸，且 Aa = Aa ，， 则有 

A(a ( S ) P ) = A ( a , ® (3) 和 A (/3 a ) = A (/3 ® a f ). 

证只证第一个等式，第二个等式证明相仿.由假设条件，有 
A(a - a ’） = 0,故 

A(a ® /3) — A ( a ’ $$ /3) = A((a — ol) ® /3) = 0. □ 

下面这条定理是 Grassmann 代数的主要定理，它虽然简单，但十 
分有用. 

定理 14.3.1 外积是结合的： 

1 


VaeA r V /3€ A s V 7 G AM (a 八用八 7 = aA (/3 A 7 ) 


证因 a € A r+S ，有 




A(a®/3®7)J • 

(14.3.1) 


由推论14.3.1，有 


(aA ^ )A7=A( (^i®i 

T\ 


A /a 0, ^ 

Hi ⑧ 


相仿地，有 


a A (/3 A 7) = A ( 
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因张量积满足结合律,定理证毕. □ 

推论 14.3.2 设 6 贝 IJ 

Qi A • • • A Qfe = — - ： A(ai ® ® a k ). (14.3.2) 

ri! • • - r/c! 

特别， 

u 2 ' 1 A • • • A - A ( u 11 ® 8 u * r ) = u ; . (14.3.3) 

证公式 (14.3.2) 是从公式 (14.3.1) 出发经过数学归纳法得到的, 
公式 (14.3.3) 是公式 （14.3.2) 的 特例. □ 


外积是通过交替化算子定义的，由例 14.2.1 和例 14.2.2 看出，交替 
化算子与行列式有密切联系.由于平行四边形的面积和平行六面体的 
体积是通过行列式表示的.可以想象，外积具有极重要的几何涵义.这 
一 点在下一章中将有更确切的阐明.为了研究某个几何问题，利用外 
积这样的代数运算把它化成代数问题.这是 Descartes 利用坐标把几何 
问题化成代数问题的思想的发展.这正是 Grassmmm 伟大的贡献.外 
积具有结合律，这使得作外积运算非常方便.我们当然要问：外积是否 
具有交换律？答案是否定的，但是却有个替代交换律的规律（有时称为 
反交换律)： 

命题 14.3.2 设 aeT r ， /3e7 ^， 贝 lj a 八 /3 = (—l) rs 0 八 a. 

证 定 X a e S … 如下： 

o ) _ | j + r ， 若 1 < x s ， 

\j - S , ^ s+l ^ r + s . 

易见， /3® a =^ ( a (8)/3). 不难证明 = (- l ) r5 . 由命题 14.2.5 的 （4) 

得到 f 3 /\a = e { a)a A /3= (- l) rs a A (3. □ 

命题 14.3.3 W 中的有限子集 { a 1 ， …， a 。 是线性无关的，当 
且仅当 

a 1 A ••• A a r =/= 0. 

证若是线性相关的，则这 r 个《中必有一个可 
被另外 r - 1个 a 线性表示.不妨设 


ai =Y^Cja\ 

j=2 
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则 r 

a 1 八…八 a r = CjOt^ A a 2 A • • • A a r = 0. 

反之，若^线 2 性无关的，则它们可扩张成 V 的一组 
基.在 V" 中有基 Vi , ••- , v n , 使得= ▽〃 (j = 1 ，…， r ). 由此， 

a 1 八…八 a r (v 1? • - -, v r ) = 1. 


故 a 1 八…八 a r #0. □ 

例 14.3.1 设 K == R 3 , 则 A 1 = K '是个3维线性空间，可以与 
R 3 等同.但为了便于把 a e W 在 v e V 上的值 a ( v ) 看做矩阵的乘 
积 av ， A 1 = V "中的向量 a 常看做行向量.设 A 1 = W 的标准基是 
dV 2 ，^ 3 , 则 r / 1 = d 2 A e 3 , r / 2 = A 以，77 3 = 谷 1 A 否 2 是 A 2 的一组基. 

又设 u = J 2 Vje 7 . w = € A 1 ， 则不难检验以下 

j=i i=i i=i 

公式: 


v A w 



V2 


1 

V3 

Vl 

O 

Vl 

V2 


W2 

W3 


w 3 


V + 

忉 l 

W2 


和 


u A v A w = 



U2 

U3 

Vi 

”2 

V3 

yj\ 

W2 

W3 



其中 A e 2 A e 3 . 我们发现，两个行向量的外积与它们的叉乘 
有一个 一一 对应关系，而三个行向量的外积与它们的混合积也有一个 
一一 对应关系.叉乘和混合积这两个在解析几何课程介绍过的有明显 


几何涵义的向量运算都是外积运算的特例.这说明 Gra ^ smann 的外积 
运算是三维空间中的叉乘和混合积这两个概念在高维空间的推广，它 


也应有深刻的几何涵义 .. Grassmann 也正是为了研究高维几何才引进 


Grassmann 代数的. 


§14.4 坐标变换 


本节要讨论在坐标变换下张量的变换公式.为此，我们先引进伴 
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随映射的概念. • 

定义 14.4.1 设 W 和 V 是两个有限维的线性空间， A : W^V 
是线性映射 . 4的伴随映射，是由下式定义的 T r ( V f ) ^ T r ( W f ) 
线性 映射： 对于任何 a e T ^ V 1 ) 和任何 w lr -., w r 6^, 


(A*a)(v/i ， • •. ， w r ) = a{Av/i ， • • • ， ^lw r ). 


设 Xi ，…， Xn 和 yi ， …， ym 分别为 V 和 W 的基，且 

n 

Ayj = J ^ aJx / c , j = 1，…， m . (14.4.1) 

k=l 

我们现在要计算出线性映射 : r r ( V f ) - 7-( wo 在由 XI ,…， x n 和 
y ^， …， ym 分别在张量空间 Tf ) 和 T r ( W f ) 上诱导出来的基下的矩 
阵.为此，我们愿意重温一下高等代数中已经讨论过的 r = m l 的情形. 
设 a € W 和 c/t = a ( xfc ), 这时 a = X ] •设 A*a = djjr J •我 

k=i j=i 

们要求出 4 通过 C / c 表示的表达方式.设 w = £ 我们有 

i=i 


(i4*a)(w) = a(i4w) = ^ w^a(Ayj) 

j-i \fc=i ’ j=ifc=i 

= S^ a 5 c 々 ( w ). 


换言之， , 

dj = ^2 a j Ck ^ j = (14.4.2) 

k=i 

我们注意到，方程 （14.4.1) 和 （14.4.2) 的系数矩阵完全一样.但前者是 
K 的向量基到 W 的向量基之间的变换矩阵，而后者是 V 的对偶空间 
中的向量分量到 W 的对偶空间^中的向量分量之间的变换矩阵. 
一般的 r 的情形的讨论和 r =1时完全一样，不过表达式略显累 
赘.设 a 是 r 阶 张量： 
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g - Ci u ... yir i tl (8)---®x lr . 

U,---,ir 


又设 


A*a = d D r 9 kl ⑭. •• ®(14.4.3) 

灸 1 ，…， fcr 

下面要求出 4^...,^ 由 C tl ,., ir 表示的表达式.为此，令 W 中的 r 个 
元素为 . 

w 7 = J ^ w jYk . J = 1，…， ”• 


/ c =: 


我们有 


m 


n m 


Aw j Z ] w J Ayk = 5 ZZ ! 


k = 


k = 


故 


A^ r )=a(j2 J2 w i la k\ x hr-,J2 E w »i 

^ *1 = 1 k \ =1 i r =l k r =l 

九 V”*': 


n m 


a(ylwi 


\^r 


= S Z ] 个 “ 心匕 … ❽化 “ ， … ，々 ，) 

fci ， … ， fc“l ， … ，立 r 


k\ .•••,A: r i\ 


换言之 


A ： i, … ， A： r *1 ,"*.»r 

和方程 （14.4.3) 比较，便得 

dk^-kr = ^2 C ••<%••、. （14.4.4) 

“，…， *r 

注在传统的教科书上，张量被定义为这样一组量（~..<)，在线 
性映射下，它是按照公式 （14.4.4) 进行变换的 . Einstein 为了把他的广义 
相对论用数学的语言确切地表述出来,花了七年时间学习 Riemann 几 
何和 Ricci 与 Levi-Civita 的张量分析.他学的张量分析中的张量就 
是这个按公式 （14.4.4) 进行变换的一组量.这个公式中出现很累赘的 
求和号 . Einstein , 为/方便，作了以下约定（常称为 Einstein 约定) ：若 
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在一单项式中某指标在上标和下标中同时出现，关于这个指标取的全 
部值的求和号将省略.在 Einstein 约定下，公式 （14.4.4) 可写为 

dki - k r = 

Einstein 约定在物理文献中经常使用.按照绝大多数数学文献的习惯， 
本讲义将不使用这个 Einstein 约定. 

上面讨论的是在线性变换下张量的变换公式.因为我们感兴趣的 
微分形式是交替张量，我们必须讨论在线性变换下交替张量的变换公 
式.设 a e A r ( V f \ 若 x 7 (j = 1 ，…， n ) 是 K 的一组基，我们知道， 
A r ( V f ) 的一组基是由/所组成的，其中/跑遍所有的长度为 r 的递 
增指标列.交替张量 a 相对于上述那组基的展开是 

Q = ^ c / x 7 , A*a = ^2 ^ jy J - (14.4.5) 

逋增的 / 遂 增的 J 

现在我们想要求出心被 ^ 线性表示的系数.首先注意到 


= (A(x n (g) • • . (g) X lr ))(^W! ， … ， ^lw r ) 

=f [ ® ".®i ir ))^4wi，_ 

^ eres r ’ 

creSr / 


Aw r ) 


， Aw a ( r )) 


^ creSr / 


=A(A*(x M ® ® x 2 r ))(wi,** • ， W r ), 


因此 

A*(A(x^ ®‘) ） = 八 ( 乂 *( 妙⑭ … 料 ‘)). 

所以 
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A * x ! =^( A ( x fl ® 

=A(A*(x 11 

=A ( E 4 …心炉 1 ②…財 >) 

Sl ， … ， *7r / 

=^ a )i … a jvA ( y J, ® … 0 夕” 

Jlr —Jr 

= Yj a ;i … 心沪 1 八 … 八 # 

=E E 咖 )4 ⑴… ai L ir) y jl 八 … 八 

递增的 J < res r 

u 

:' :• y>' A • • • A y>, (14.4.6) 

4 …唸 

其中倒数第二个等号的理 由是：当九 … ， j r 中有重复的指标时， 

y * 71 八…八 y’ r = 0， 

而任何无重复指标的 ju … ， j r 都可由相应的递增指标经由适当的置 
换获得 . 最后一个等号的根据是行列式的定义 . 

对 （ 14.4.5) 的第一个等式 a = 5 ： c/x 7 两端作用 4 %把公式 

逢增的 f 

(14.4.6) 代入所得结果的右端，我们得到以下 结果： 


通增的 j 


A*ot = ^2 ciA * x f 

递壜的 / 

a 】i … C 

. y jl A • • • Ay jr . (14.4.7) 


比较方程 （ 14.4.5) 和 （ 14.4.7), 我们得到了交替张量在，作用下系数 
之间的联系 公式： 


!> 

递增的 •； 递埔的/ 
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dj=Y. Cl 

通增的/ 


a . 


a. 


(14.4.8) 


当 V = W 时，以上的公式 （14.4.4) 和 (14.4.8) 分别给出了坐标变 
换下张量和交替张量的分量的变换公式. 

当 m = n = r ，y = w 时， A n ( r ) 是一维线性空间，作用伴随映 
射 f 相当于乘于行列式 dct ( aj ). 我们甚至可以用这个事实作为行列 
式的定义：线性映射4的行列式 det ( a }) 就是 A "(^) 上的伴随映射 
4*，后者作为一维空间到一维空间的线性映射只相当于一个数. 


§14.5 习 


题 


1. 以下三个 映射： R 4 x R 4 — R 中，谁是张量？谁不是？ 

( i ) a ( x , y ) = X v + x 2 y 3 + x 4 y 4 ; 

⑻ a ( x , y ) = ( x . y ) 2 ; 

( iii ) a ( x , y ) = x 1 + x 2 + x 3 y 3 + x 4 y 4 . 

2. r 阶张量 a 称为对称的，假若对于仟何 a € &有"《 = «. 试证： 全体 
阶对称张1：构成丁”的-个线性子空间 .问： 这个子空间的维数=? 

提示： 这个子空间的维数 = n 个东丙中取 r 个的可重复排列的个数.后 

者相于在 n 个盒子中放置 r 个完全相同的球的放置方法的个数.若把 n 个盒 

子-个挨一个地由左向右排，等于是在 A ： 轴上放上 ( n -1) 个分点把久轴分成 

n 区间（最左及最右的区间是无限区间).然后把 r 个点洒在久轴 t ， 使得无一 

点洒在 ( n -1) 个分点上.每一个盒子中洒得的点数相同的两种洒法称为是相 

一 (n + 7* - 1)! 
r!(n — 1)! 

3. 设 R 4 上的三阶张量 a : 

a ( x , y , z ) = x 2 y 2 z 4 + x 3 y x z 2 . 

试求出 Aa , 并将它用 A 3 中的标准基 V ，|/| = 3表示出来. 

4. 若 a € A 1 , 试证 ： a A a = 0. 试构造一个 a € A 2 , 使得 a A a ^ 0. 

5. 试证 ：每个 （协变）张量 a 可以写成 a = /? + 7,其中0是交替张量，而 
A7 = 0. 


同的.这类洒法的个数应等于 
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进一步阅读的参考文献 

以下文献中的有关章节可以作为重线性代数理论进一步学习的参考: 
[2] 的第十一章第2节介绍了重线性代数. 

[5] 的第十二章介绍了重线性代数. 

[11] 的第三卷的第二章第1节非常简练地介绍了重线性代数. 

[13] 的第四章第2节介绍了重线性代数. 

[14] 的第二十四章第 211 节介绍了重线性代数. 

[19] 的第七章介绍了®线性代数. 

[20] 的第二章介绍了重线性代数. 

[21] 的第十四章第1节介绍了重线性代数. 

[29] 的第十五章第1节介绍了重线性代数. 




第 15 章微分形式 

在本讲义的第5章，第8章及第10章中曾介绍了欧氏空间中 
的零次微分形式，一次微分形式和二次微分形式以及它们的外微分和 
一 次微分形式的线积分与二次微分形式的面积分.在本讲义的第12 
章中，我们利用微分形式的语言介绍了复平面上全纯函数的概念.现 
在我们已经介绍了流形和张量的一般概念，可以认真介绍法国数学家 
E . Cartan 引进的微分形式的一般概念了，它在几何，分析和物理的研 
究中已是不可缺少的工具.我们先从 R " 上的张量场与微分形式的研 
究开始,然后再进入 R " 中流形上的张量场与微分形式的研究. 

§15.1 R n 上的张量场与微分形式 

下面将给出微分形式的一般定义，它是第5章，第8章，第10章 
及第12章中介绍过并操作过的微分形式概念的抽象.同学务必复习第 
5章，第8章，第10章及第12章中内容，以使这个抽象变成十分具体 
而完全可理解的东西. 

定义 15.1.1 设 t / 是 R n 中的开集， (/ 上的向量场定义为到 
R n 的一个映射; r 上的 r 阶张量场定义为[/到 T r ( R ^) 的一个映射. 
C / 上的 r 次微分形式（简称为厂形式）是 C 7 到 A ^( R ^) 的映射 o ;; 换 
言之，是这样一个 r 阶张量场,它在每一点的值都是交替张量. 

U 上的 r 次微分形式 u ; 是映射 , j：U 3 p ^ iv p e A r ( Ry )， 其中 
o ; p 是 R " 上交替的 r - 线性函数 . C 7 上的0阶张量场是 f / 上的0次微分 
形式，事实上它是 V 上的实值函数.[/上的一阶张量场是上的一次 
微分形式，事实上它是 C / 上的取值于 （ R " y 向量值 函数： u ;: p ^ o ; p , 
其中 u ; p 是 R " 上的一个线性函数,它常常看成一个行向量. 

定义 15.1.2 设 a ; 是 R ” 中的开集上的 r 阶张量场 . u ; 称为 
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C k 类的， 若对于任何 v IV -., v r 实值函数 p ^ o / p ( v ir --, v r ) 

是 [/ 上的 C fc 类函数. 

我们愿意重温一下 R n 上的坐标函数 W 的涵义： x^(a u •••，〜）= 
巧 ， j = 1， …, n . 设/ : t / — R 是可微的实值函数，则对于每个 pet /, 
df p 是 R n — R 的线性函数： 


df p (h) = df p (h\ 




，岡 


h dpj 


(p)r 


df lu 上的 1- 形式.若 / 是类的， d / 是 C 卜 1 类的. 特别，当 
/ = y 时，我们有 

dxH 、 h n x 

换言之， d ^ p 是个不依赖于 P 的（相对于 P 取常值的）线性函数. • d # == 
e ^\ 其中 ㈢ 是 R / 1 中标准基&,•••，&的对偶基中第 j 个元素.因 
dx J p 不依赖于 p ， 可简记做 drr 7 = drr 1 ， …， dz n 是 A l (R n/ ) ^ 

的一组基. 任何 （/ 上的 1- 形式 u ; 可写成 u; p = E fj(p)dx ^ 其中 

/,是 f ； 上的实值函数.第14章的命题 14.2.6 告我们，交替张量 
{e ! :I 是递增的 r 重指标}构成 A ^( R ^) 的一组基,故 J 7 上的 r - 形式 
u ; 可唯一地表示成以下 形式： 


uj = aidx 1 y 

递增的 / 

其中 a / 是 (/ 上的实值函数，而= ctr “ A ••• A dx ir • 易见， u ; 是 C k 
类的，当且仅当 a , 是0类的 .若厂 t / — R 是光滑的，换言之，是 
C - 类的，则/的外微分（简称微分） 

— dx ] 
j=i 

是 f / 上的光滑的 1- 形式. 

为了方便，我们以后讨论的 r - 形式都假定为光滑的，虽然许多结 
论对于 C fc 类形式也成立 . t / 上的光滑的 r - 形式全体记做 fT ( C 7). 
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§15.2 外微分算子 


r- 形式是定义在开集 UcR n 上而取值于 A r ( R n ， ) 的映射. A r (R n， ) 
上的线性运算与外积自然可以用以下方式搬到 fT(C/) 上： 


(/^)p = /(P)^ P? + V)p = ^p+V p . A ?7) P = u; p AT] p . 

下面我们要把 §10.8 中 Q Q (f/) — 和 n l { U ) Q 2 { U ) 的通过几 
何直观引进的外微分映射和 d:u；Hda; 用形式的方法推 
广到一般的微分形式上，这正是20世纪几何学大师 E. Cartan 的重要 
贡献 • 

定义 15.2.1 设 a; = Z Wdx 1 是 U 上的光滑的 r- 形式， u; 

递增的/ 

的外微分 do; 定义为如下的 （r + 1)- 形式： 

du ) = ^ ( dar ) A dx 1 . 

递增的 / 

命题 15.2.1 外微分算子 d 具有以下 性质： 

(1) d 是 fT(C7) — 的线性映射： 

(2) 若 u；efr(c/) 和 r?eW(C/), 贝 IJ 


d{ijj f \ r }) = dw f\rj + (—l) r u; A drj \ 


(3) 对任何 a; e i2 r (f/)， 有 d {( kj ) = 0. 

证 （1) 是显 然的. 

(2) 先证明 r = 5 = 0 的 情形. 设 a 和6是上的光滑函数，我 

们有 


d ( ab ) = j 2 ^ dxJ 


dx 3 


E 


da 

dx ^ 


db 

dx^ 


dx^bj^^dx^+aj^-^dx^ 


dx^ 


=bda 4 - adb = b A da a A db . 


当 r = s = 0 时， （2) 已证得.今设 
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u；= — f en r (u), rj= J2 hdx J 

递增的 / 递增的 •/ 

利用 d 的线性性质，定理14.3.1，命题 14.3.2 和外积的分配律，我 
们有 

d(u; Arj) = dl f ^2 a idx I j A f ^ bjdx J 

递增的 / f 、递增的 •； 

= d[ajbjdx ! A dx J ). 

递增的 / 递增的 J 

对于每对 / 和 J ， 利用定理14.3.1，命题 14.3.2 和外积的分配律，我 
们有 

d(aibjdx r A dx J ) = d(aibj) A dx 1 A dx J 
= {bjda/ + ajdbj) A dx 1 A dx J 
=bjdaj A dx 1 A dx J + ajdbj A dx 1 A dx J 
=(rfa/ A dx 1 ) A {bjdx J ) + (—l) r (a/dx 7 ) A (dbj /\ dx J ) 

=dcu A r) + (—l) r u A dr/. 



(2) 证毕. 

(3) r = 0 时的 （3) 只是混合偏导数不依赖于求导次序这个命题的 
推论.事实上，在第10章的 §10.8 中 ， n = 2时，方程 (10.8.10) 的推导 
便只是用了一下混合偏导数不依赖于求导次序这个命题.对于一般的 
n , 推导也 相仿： 



F 面证明 r 彡1的情 形：由 （2), 


d(daj A dx 1 ) = d ( dai ) A dx 1 + (- l)daj A d ( dx ! ). 
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由 r = 0时的 （ 3) ， d{dai) = 0.由 d 的定义， d(dx r ) = 0. 故对于任何 
光滑的 u;，d(da;) = 0_ □ 


§15.3 外微分算子与经典场论中的三个微分算子 


19世纪末，美国应用数学家 J.W.Gibbs 引进了向量分析的理论， 
也常称这套理论为 （经典） 场论. 它被物理学家，力学家和工程师们广 
泛使用.我们在第10章中曾接触过的梯度算子和散度算子便是（经 
典）场论中的两个重要概念.本节想用微分形式和外微分算子的语言 
来阐述（经典）场论中的三个 算子： 梯度算子，散度算子和旋度算子. 
站在微分形式理论的高度去观察，（经典）场论中的这三个算子的引进 
才显得十分自然. 

A°(R n， ) ^ A n (R n， ) 是一维空间，每个上的 0- 形式和 n- 形式被 
一个 f/ 上的实值函数所 刻画. AHR 。 和 A’ 1 -HR ， 是 n 维空间 ，[/ 
上的 1- 形式或 （n - 1)- 形式均被 f/ 上的一个向量场所刻画.这样，经 
典场论中的数量场和 0- 形式或 n- 形式相对应，而经典场论中的向量场 
和 1 - 形式或 （n _ 1)- 形式相对应.现在我们要介绍传统的微积分书上 
定义的,在物理和连续介质力学中经常用到的，经典场论（也称向量分 
析）中的梯度，散度和旋度这三个微分算子是和某三个上的 
外微分算子 d 之间的对应关系.利用这种对应关系，经典场论就成为 
微分形式理论的一部分.传统的微积分书上的经典场论已无必要专门 
辟一章来讨论了. 

定义 15.3.1 ifi u；o = dx l A • • • A dx n . 对于任何 j € {1， …， n}， 
令 . 

rf = {—iy~ l dx l A • • • A dx^~ l A dx^^ 1 八…八 dx n . 


易见， 


dx 3 Arj k = 


0 , 

wo. 


若 _ )， 
若 k = j. 


每个 u; e n n {U) 可以唯一地写成 u; = guJo, 其中 p 是个上的 
光滑函数.引进映射$ : (T((7) — n°(U) 如下： 


少 (a?) = ^(^a ； o) = 9 - 


每个 a ; e n \ U ) 可以唯一地写成 u ; = E 9 jdx ^ 其中 5 j 是个 t ； 上 

3=1 

的光滑函数.今定义 n 1 ⑺到 y 上的光滑向量场 QHU ) 的映射$ 
如下： 

$(w) = (pi,---,5n)- 

每个 a ; e n n ~ l ( U ) 可以唯一地写成 a ；= E g 沖、 其中办是个[/上 
的光滑函数.今定义 sr 〜 Hf /) 到 C 7 上的向量场 Q l ( U ) 的映射$ 
如下： / n 、 

$( U ；) = ) = (5】，…， 5 n ). 


为了对称起见,还定义映射4>: ^( U ) - n °( u ) 为$ = id . 

值得注意的是,我们将四个不同的对应关系用同一个符号少表示. 
只要注意上下文，这并不会引起混乱，反而更强调了微分形式理论与经 
典场论之间的联系.在经典场论中，函数 g 的梯度是这样定义的（参看 
第8章 §8.8 的第 27 题) •• 


— =©，…， 备)， 


故对于光滑函数.9,有 

^( dg ) = grad g = grad <^( g ). 

换言之，在 ◊ 这个对应关系下，梯度对应于零形式的外微分， 

向量场 g =( 仍 nn ) 的散度是这样定义的（参看第10章 §10.9 
的第26 题)： w 

div g = Z 恙 . 

J = 1 

故对于光滑 （n - 1>•形式 a ; = XI &刀 j ， 有 
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所以我们得到 

^( dw ) = div 

换言之，在0这个对应关系下，散度对应于 （n - 1)- 形式的外微分. 

当 n = 3时，外微分算子 rf : Q l ( U ) - Q 2 ( U ) 正好和经典场论的 

旋度对应.设 a ; = f ： ，则 

fc-i 


dx j A dx 1 




dx 3 

dg2 _ dgi^ 
dx 1 dx 2 
dg3 dg2 


dx 1 A dx 2 


dx 2 dx 3 


1 


dgi _ dg 3 
dx 3 dx 1 


V 


(dg^_ — dgi\ 
\ dx l dx 2 ) 


三维空间 R 3 中的经典场论中向量场 g = & ，…，仍）的旋度定义 
为以下形式的向 量场： 

1 *. ( ^93 ^92 dg\ dgz dg2 dgi \ 

cur g ^ ro g = \ d ^~ ~ 


故 


4>( du ;) = curl $( u ;). 


换言之，三维空间 R 3 中的旋度对应于 1- 形式的外微分. 

梯度，散度和旋度这三个微分算子是 Gibbs 从物理和力学的研究 
中总结出来的. E . Cartan 用外微分算子十分精彩地把它们统一起来了， 
这是 Galileo 的大自然这部巨著是用数学的语言写成的这一深刻论断 


的又•一次胜利. 

在经典场论中由微分算子组成的形式向量 ▽ (读作 “ nabla ” 或 
“ del ”） 定义为 ， 、 

V= fA A 

\dx 1 ' dx 2 ^ dx 3 J 1 

利用它，梯度，散度和旋度算子可以表成如下 形式： 


grad g = V g , div g = ▽ • g , curl g = V x g , 
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其中“•”和“ X ”分别表示形式的点乘和三维空间形式的叉乘.通常 
的三维空间向量的叉乘与它所对应的 1- 形式的外积之间的关系是这样 
的（同学可自行检验)： 


g x h = $(^ _1 ( g ) A i(h ))， 

其中少一 \ g ) 和都表示 1- 形式. 

§15.4 回 拉 

在 §8.7 和 §10.8 中我们曾讨论过 1- 形式与2-形式的冋拉的概念. 
现在我们要把它推广到一般的微分形式上. 

定义 15.4.1 设 V 是 R m 中的开集， [/ 是 R n 中的幵集，而 
f ： v-^u 是光滑映射.则映射 f 诱导出一个映射 r : n r ( u ) ^ 

它是如下定 义的： 对于任何 v ls --., v r GR - 和任何 a ； e n r ( U ), 

( f * u ;) p ( v lr • • ， v r ) = u ; f { p ) ( f / ( p ) vi ,---, f ’( p ) v r ). 

换言之，映射 r 作用在 a ； e n r (U) 上后得到的微分形式 ( Pu ；) p 在点 
pev 处的值（这个值是个 r 阶张量）等于线性映射 f '( p ) 的伴随映射 
[ f ^ p )]* : A r ( R n， ) A r ( R m / ) 作用在 U ； f ( p ) 上的值（这个值是个 r 阶 
张量)： 

( f、) p =陶傘“⑼)， （15.4.1) 

其中左端的 r 称为 f 的回拉 ( pullback ) 映射， 简称回拉，右端的 
[ f ( p )] + 则是线性映射 r ( p ) 的伴随映射. 

注 1 f .• K — K 而 P .• n r (U) 一 Q r ( K ), 两者方向正好相反，回 
拉之名源于此.应注意的是,微分形式 Pu ; 也常称为微分形式0；在映 
射 f 下的回拉（参看定义 8.7.3 和公式 （10.8.17) 和 (10.8.21)). 

注2由以上定义， o ; 的回拉在点 p 处的值 （ f * u ;) p 只依赖于 u ; 
在 f ( V ) 上的值，与 u ; 在 U \ {{V) 上的值 无关； 而且 ( Pu ;) p 只依赖 
于^在 f ( p ) 的值（它本身是个张量）在(^( ? )(^)) 7 ' 上的限制，其中 
{( f ( p )( R m )) r 表示 r 个 f /( p )( R m ) 的笛卡儿积. 
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我们愿意重温一下以下的向量值函数的导数看做 Jacobi 矩阵的 


公式: 


f ， (P) = 


dp 

dp 1 


(P) 


癱 •參 


给 (p) 


df 


r(P) 




(p) 


L dp 1 、 r/ d P n 
下面我们想要获得回拉 r 的坐标表示公式. 

设 J 其中 h <…< 由公式 (14.4.5) 和公式 

(15.4.1)，我们有 

( rc / x 7 )x = [ f’WHdxO = [ f ^ x )]*^ 1 A • • • A dx ir ) 


E 

递增的 ./ 


dp 

dx ^ 


df 


(x) 




(x) 


df 


• • • 


dx J 

= df il 八…八 d / ir ， 

其中最后一个等号可以如下 获得: 


dx J 


rW 


dx Jl A • • • A dx^ r 


rf / 11 A • • - A df ir - 


( ㉝ ) 

df 




dx^ 1 dxj 


- dx jl A • • • A dx jl 


Jl = i Jr = 

dfu 


= E 

递增的■/ 


dx ^ 


rW 


df 


dx^ r 


r( x ) 




(x) 


dx ^ 1 A • • • A dx ^' 


由此我们得到 


f* ( ^ cjdx 1 

^ 递職 / 


=E ( c ， ° f ) df 

递增的 / 


(15.4.2) 
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其中，当/ = ( G ，…， i r ) 时, d 产= c /户 A • • 公式 (15.4.2) 称为回 
拉的代入 原理： 为了计算 (15.4.2) 的左边圆括弧内的表达式的回拉， 
只须将圆括弧内的表达式中的 x 换成 f 就行了.在 §8.7 的 8.7.1 小节 
和 §10.8 的 10.8.3 小节中介绍（特殊情形的）回拉时，就是以这个代入 
原理作为回拉的定义的，我们这里用更抽象的方法定义回拉，然后证明 
了这个代入原理是回拉的抽象定义的推论.实际计算回拉时，通常还是 
用这个代入原理. ^ . 

若 n = m = r ， 则 # = Z 故 

j=i d ^ 3 


d/ 1 A • • • A d/ n = 



(15.4.3) 


对于任何 a ; e A "(( R n ) / ), 我们有以下常用的公式: 


f .( a ;) = Jf • a ; o f , 


其中右端的 J f 表示映射 f 的 Jacobi 行列式，而 u ; of 的涵义是由下式 
定 义的： 

a;of(x) = a; f(x) . 

命题 15.4.1 映射 f * 是线性的，且具有以下 性质： 

(1) Vu ; G n r ( C /) Vr / G Q s ( U)(^(u Ar /) = f *( u)A ( fry )); 

(2) va ； e n r {U){r{(kj) = d(f〜)). 

证若 4 : V — W 是向量空间之间的线性映射， / 的伴随映 
射# T r ( W ) - T r ( V ) 是张量空间之间的线性映射，且它保持张量 
积不变，因而也保持交替张量的外积不变.由公式 (15.4.1)： ( Pa;)p = 
叭 p ) j >_)， 作为 f '( p ) 的伴随映射的 f * 也是线性的，且保持外积 
不变，⑴得证.为了证明⑺，先 注意： 当 u ; 是0•形式时 （2) 就是通常 
的锁链 法则. 又由命题 15.2.1 的（3)，有 d [ d 产 A … A d 产 •） = 0•再用 
公式 (15.4.2), 假设 a ? = c 7 dx 7 , 我们有 
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d(f*u;) = d(c 7 of) A (df) 1 +c 7 of A = d(c’ of) A (df / = r((ko). 

(2) 得证. □ 

注由本命题的 （ 2 )， 我们顺便得到如下的结论：定义 （ 15.2.1) 中 
的外微分算子不依赖于坐标的选择. 

命题 15.4.2 设 — C 7 和 — K 是两个光滑映射，其 
中 C /， K 和 W 分别是 R n ， R m 和 R / 中的开集，则 （ f 。 g 广 = g # oT . 
证这是回拉定义的直接推论. 口 

§15.5 Poincare 引理 

定义 15.5.1 设0； e Q r ( U ). 若 do ; = 0,则称 U ； 为闭形式.若有 
r /6 n r ^( U ) 使得 a ; =初，则称 u ; 为恰当 形式. 

命题 15.5.1 全体闭的 r - 形式，记做％([/)，构成 Q r ( U ) 的一个 
线性子空间.全体恰当的 r - 形式构成的一个线性子空间 

ni{u) = d(n r - l {u))cn r c (u). 

证第一句话是命题 15.2.1 的 （1) 的推论.第二句话是命题 15.2.1 
的⑴和 （3) 的推论. □ 

商空间称为的上同调群.十分有趣的是，这个上 
同调群的结构常能用来刻画 C / 的某些拓扑性质.它的研究属于微分拓 
扑的课题，已超出本讲义的范围了.下面只介绍它的一条最简单的也 
是最常用的定理，通常称为 Poincare 引理： 

定理 15.5.1 (Poincare 引理）设 （/是 R n 中的一个幵集，且有 
一点 Xoeu, 使得 Vxeuvte [0, l](tx + (l - t ) x 0 e £/)( 这样的点集 
称为以 xo 为中心的星形集.易见，凸集都是星形集).又设 r e N ， 则 
U 上的每个闭 r - 形式必恰当.换言之， 若 we n r ( U ) 且 do ; = 0,则有 

使得 w = 初. 

证开集 f / 和点 X 0 e t / 如定理所述， U ； e n r { U ) 是闭形式.记 
U = {( x , t ) 6 R n 十 1 : fx + (1 - «)xo € U }. 

因 [/ 是星形开集 ，&是 R /^ 1 中的开集（请同学补出证明的细节)，且 


udUx [ o , i ]. 为了证明本定理，我们构筑映射 2 ：: n ^ l ( U )- ir ( U ) 
如下： 每个 j e n r + l { u ) 有唯一的如下形式的 表示： 

Cj = ^ aidx 1 + ^2 bjdx J A dx n_rl , (15.5.1) 

递增的 / 递增的 j 




递增的 


其中 x n+1 = t (注 意： 有时用 <，有时用 x n +1 ， 完全是为了方便 .） 今定 
义映射 T 如下： 


lev 


L U ： 


bj(-,t)dt )dx J . 


(15.5.2) 




因 G 3 C / x [0,1], 以上圆括弧中的积分有意义，且定义了 t / 上的一个 
光滑的函数，故 : rj e 对 （15.5.2) 求外微分，有 

d(JCJ) = ^2 51 (t! f h( 、 t)dt^jdx j Adx J 

递增的 j */o / 


dx J A dx' 


•/c { i ，...•" 


E E( / 


递增的 •/ «/= 

Ml=r 


dbj 


r(^t)dt)dx j A dx\ (15.5.3) 


这里我们注意到了 / b / j ) 汾不依赖于，而求积分与求微 

分顺序交换的合法性可参看 §10.10 的第12题. 

另一方面，若 ci e $ r +1 (旬，则 

l{dG)) A dx 1 + db J A A da：n+1 ) 


递增的 

Ul=r+1 


递增的 

\J\ = r 


\ 递增的 / 递增的 / 

|/| = r+l |/|=r+l 

JC{ 1 •… ， n} /C{l,--,n} 


^ X ^ dx3Adx 、 dt 


i = i 递增的 

\J] = r 
JC{ 1 . .V 







302 第 15 章微分形式 


(注意：映射 F 是一个把 ( n +1) 维(实心)柱映到 (n +1) 维(实心)锥 
的光滑映射与一个 (n + 1) 维到 n 维的投影映射的复合，其中把 (n + 1) 
维（实心）柱映到 （n + 1) 维（实心）锥的光滑映射将（实心）柱的对应 
于 f = 0的柱底收缩到（实心）锥的顶点 xo ). 这个映射 F 的回拉 F * 
是 Q r + l { U ) - Q r - l ( U ) 的映射.若 u ; e fT +1 ( C /) 是闭 形式： 如= 0, 
记0 = F * u ; 和 r ; = (- l ) r Iui . 由方程 (15.5.5), 我们有 

dv = (- l ) r I(M + g ^- (15.5.6) 

因必= d ( F 〜） = F ^( dw ) = 0 和 g：(i = = (Fo g ‘” o ; 并注意 

到 Fog ! = idc /, 我们有 g !。= O ；. 又 F o g 0 ( x ) = x 0 . 换言之， Fog 。 
是常映射.所以我们有私么 =(F og ^ a ; == 0( 常映射的回拉等于零映 
射，请同学补出这个命题的证明).由方程 (14.5.6) 得到向= a ;. □ 

注1 定理 15.5.1 是定理 12.7.2 的推广.定理 15.5.1 的证明也 
是定理 12.7.2 的证明的推广.希望同学把定理 15.5.1 的证明与定理 
12.7.2 的证明对照着看，这样更能理解定理 15.5.1 的证明中的抽象语 
言（如映射 F 的回拉等）的几何涵义. 

注2 在文献中定理 15.5.1 常被称为 Poincare 引理.但 Hans 
Samelson 在查阅了文献后于2001年指出（参看文献 [24]), 意大利数学 
家 V . Volterra 比 H . Poincare 更早发表了这个结果.所以定理 15.5.1 应 
称为 Volterra 定理.本讲义仍沿用习惯称呼 它为： “ Poincar 6 引理” • 
这个故事告诉我们，一个数学结果，特别是与很多数学问题或数学以外 
的问题有联系的结果，被不同的数学家从不同的角度互相独立地发现 
的现象在数学史上是屡见不鲜的.科学是探索大自然规律的人类共同 
的事业.把科学看成是科学家们的智力竞技场的想法虽然相当普遍，但 
毕竟是狭隘的. 
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到现在为止，我们只讨论了欧氏空间 R " 的开集 f 上的张量场和 
微分形式的理论.本节要在流形上定义张量场和微分形式并讨论它们 
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的理论.先引进流形上的张量场和微分形式的定义. 

定义 15.6.1 设 M 是 R n 中的流形. M 上的 r 阶张量场是 
一个映射0；:对于每个 p 6 M , o ; : p ^ u; p G TqiyM ))， 而 M 上 
的 r 次微分形式是一个映射 a ; : p ^ u; p 6 A r (r p (M)). 

不难看出， M 上的 r 次微分形式是 M 上的 r 阶张量场. 

我们建立流形上的张量场和微分形式的理论所用的办 法是： 通过 
坐标图卡将流形上的张量场或微分形式局部地回拉到 Euclid 空间上， 
利用 Euclid 空间上的张量场或微分形式的各种运算来定义和讨论流 
形上的张量场和微分形式的各种运算，并建立它们的理论.先引进流 
形上张量场的回拉的概念. 

定义 15.6.2 设 M 是 R m 中的 fc - 流形， AT 是 R n 中的 j - 流形. 
若 f : M — 是光滑映射（参看定义13.1.1)，且 f ( M ) C TV . iV 上的 
r 阶张量场 o ; 在光滑映射 f 下的回拉，记做 fw ， 是由以下等式定义 
的 M 上 r 阶张 量场： 对于任何 Vl ,-.., v r 6 T P ( M ), 

( f 、) P ( vi ，• • • , v r ) = ，…， f ’( p ) v r ). 

注 1 不难看出，若 u ; 是 AT 上的 r 次微分形式，则 u ; 在光滑映 
射 f 下的回拉 Pa ; 是 A / 上 r 次微分形式. 

注2正如定义 15.4.1 后注2中所述的那样， fa ; 只依赖于 u ; 在 
N 的子集 f ( M ) 上的值，与 a ; 在上的值 无关; 而且只依赖于 
a ; 在点 f ( p ) € f ( M ) 的值（它本身是个张量)在 ( T f ( p ) ( A ^)) r 的线性子 
空间 ( f ’( p )( T p ( M ))) r 上的限制，与 w 在点 f ( p ) e 寧）的值(它本 
身是个张量）在 ( T f ( p } ( iV )) 7 '\( r ( p )( T p ( M )))^ 上的值无关 • 

命题 15.6.1 设 L 是 R / 中的 i - 流形， Af 是 R m 中的 j - 流形 ， iV 
是 R 7 1 中的 A :- 流形.又设 f : L — R m 和 g : M — 是两个光滑映 
射，且 f ( I ) C M 及 g ( M ) C iV ， 则 （ g 。 f )* = Pog *. 

证设 ^gof(p) e T7 ’( T “f( p) (^0) 和 Vi ，…， v r 6 TgQ f(p) (iV )， 有 

(( gof )* a ;) p ( vv ， v r ) 

= ^(gof)(p) (g'(f(P)) 。 （ '(PKvi )， … ， g’(f(P)) 。 f’(P)(v r )) 
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= (g^)f(p) (f’(P)(vi) ， … ， f’(p)(v r )) 

= (f* 0 g») p (Vl ， … ， V r ). 

故 （ gof)* = f*og*. □ 

定义 15.6.3 M 上的张量场（或微分形式)被称为光滑的、假 
若对于 M 的任何坐标图卡 （ Q ：， K a )， U ； 相对于 a 的回拉 0^(0；) 在 
上是光滑的 . A / 上的全体光滑的 r - 形式构成的集合记做 
显然，是线性 空间. 当 a ; e 且 r / € M 时， a ; A r ; € 

命题 15.6.2 u ; 是光滑的，当且仅当对于任何 PGM , 有一个坐 

标图卡 （ a ， ％),使得 p 6 a ( V Q ) = U Q ) 且回拉 a *( a ;) 是光 滑的. 

证“仅当”是显然的.今证“当”如下：设（/?，％)是 M 的另一 
坐标图卡，且 p € %,则在 V Q0 ±(3 = ao 仏⑴其中是到 
V 0 a 上的微分同胚.由此 ， /T = 、槪 / TM 是光滑的，当且仅当 

是光滑的. □ 

注按定义 15.6.3 和引理 13.1.1 (请参看它的证明过程)，我们可 
以证明： R " 中的流形 M 上张量场（或微分形式 ） a ; 是光滑的，当 
且仅当任何点 pGM 有一个 R u 中的邻域 C ； 和一个 [/ 上的光滑的 
张量场（或微分形式使得对于任何 qGMnt /, 

Vv ; - G T q (M), j = 1 ， …， fcpqh ， … ， Vfc) = ， … ， Vfc)). 

再用单位分解定理，也可以将上述结果整 体化： 有一个中的开集 
V DM 和一个 V 上的光滑的张量场（或微分形式 )& 使得对于任何 
q€ M, 

Vvj 6 T q (A/), j = l ， ... ， fc(Gq(v 1 ， ... ， Vfc) = a; q (vi r --,v fc )). 

我们要引进作用在流形上微分形式的外微分算子，办法仍然是通 
过坐标图卡把流形上的微分形式回拉成 R fc 的开集上的微分形式.为 
此我们先做一些准备. 

设 ( a ， V a ) 是流形 M 在点 p e M 处的一个坐标图卡，而 y = or 1 ， 
故 y =( 〆 ，… ，沪) MU a = a ( K a ) 到的一个光滑映射(参看引理 




13.1.1 的证明).匕 C R * 中的一般的点记做 t =妒， …， P ). 应注意 
的是：0可以看做定义在 K 上的一个坐标函数，而炉是定义在 f/ a 
上的一个函数，它们之间的关系是 

Vt G V a ( a * ( y ) ( t ) = y (a ( t )) = t ), Vpet / a ( a ( y ( p )) = p ); (15.6.1) 

或用分量表示，对于任何 t e V Q ， 我们有 

= ^(^(t)) = t\ j = (15.6.2) 


doc *( y j ) 


=$， hj = 1, 


(15.6.3) 


注传统的数学分析书上没有引进回拉这个概念,常把我们这里 
的 《 W )( t ) 直接写成 稱 所以在传统的数学分析书上我们这里的 
公式 (15.6.3) 便被写成 



¥， hj = 1，•••，々• 


(15.6.4) 


因 y o a = idv tt ， 所以 dy o doc = id Rfc , 因而， dy i ( a f ( t ) ej )= 
S ) ( i，j = 1，…， A :)， 其中巧 U = 1， …， fc ) 是 K a 所在的 R fc 中的标准 
基换言之， dy l p , …、 dy k p 构成 ( T P ( M ) 的对偶空间) T ^ M ) 中的一组 
基，它是 T P ( M ) 中的基 Y ( t ) e A ， …，乂 ( t )^ 的对偶基，其中 p = a ( t ). 
由命题 14.2.6, U Q 上的任何 r - 形式 u ; 具有以下 形式： 


a ; = ^2 c / d y 7 = 〜，…乓办 11 八…八 (15.6.5) 

递增的/ 

|/| = r 


其中 C / 是 t / a 上光滑的实值函数.利用 a 把上式回拉到 \/ a 上，我们 
有等式： 

da*{y ix ) da*(y il ) 
dt^ ~ dVr ~ 

ot *( cv ) = E ( c / oa )( t ) E : : dt jl A - - - Adt jr 

，您 / 递您 J da ^ y ^) da *( y ^) 

dt ]、~ …. dt ^~ 

= ^2 ( c / o cx )( t ) dt 11 A • • • A dt lr , (15.6.6) 

递增的 / 

I r I 
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这里我们用了（15.6.3)，倒数第二行中的行列式只在 ii = jir - Jr=jr 
时才等于1，其他情形都等于零（注意：/与 J 均递增). 

故 u ; 光滑，当且仅当 Q 光滑.应注意的是，是上的 
微分形式，它的外微分概念已经在定义 15.2.1 中给出.我们可以利用 
的外微分去定义流形上的微分形式 a ; 的外微分. 

定义 15.6.4 流形 M 上的微分形式 a ; 的外微分在点 p 处的值 
定义为 

doj p = y*{d(a^)) pJ (15.6.7) 

其中 ( a , y a ) 是流形 M 在 p 点处的一个坐标图卡， y * 表示映射 y 的 
回拉. 

命题 15.6.3 由公式 （15.6.7) 定义的外微分 da ; 与坐标图卡 ( a , K a ) 
的选择无关. 

证设（/3，％)是流形 M 在 P 点处的另一个坐标图卡.利用命 
题 15.4.1 的（2)，我们有 

〜 = y*(d(a*a;)) p = yW， 1 ) W) p 

= y *( d [( r 1 oa )*/3* u;]) p = y ^ 1 。 《)• ( d (/ Tu;)) p 
= y * a *(^- 1 r ( d(^)) p = C 3- 1 ) •(邪 、)) p . □ 

命题 15.6.4 给了流形上的形式 

u ; = ^ c / dy 7 , (15.6.8) 

递增的 / 

|/| = r 

m p f 

dw = ^ dci A dy r . (15.6.9) 

递幣， 

证 若 u ; 是零次微分形式 ： a ; = c /( p )， 则 

cL ; = y »( p )))= y * ([ ⑷) 叔 ) ^ jdy i = dc I . 

假若 a; 是 (15.6.8) 中表示的 r- 次微分形式，由 （ 15.6.6) 和 （ 15.6.7 )， 
便有 
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dw = y* id (c/ o a)(t)dt 11 A • • • A dt Xr 


递增的 

|J|=r 


y 


E 必“ • •八， 




E ，(亡 

递增的 / v i=i 7 


dt 11 A • • • A dt lr 


|/| 


故我们有 

duj = ^ dci A dy 1 • □ 

递增的 / 

注将公式 （15.6.9) 与定义 15.2.1 相比较，流形上微分形式的外 
微分与欧氏空间的开集上的微分形式的外微分在公式的形式上是完全 
一 样的. 

推论 15.6.1 设 


a; = [ c il1 ^i r (y)dy il 八…八 dy 1 ' 


则 


rr +1 


E D - 1 )， 


一 1 ^ C »l »•-,*>-! )*i+l 


(y) 


<ir+l L j= 


dy 11 八 • ••八 dy lr+l 


证根据公式 (15.6.1), 我们有 


du= ^2 dc i A rf y 7 = ^2 S ^~q j ,tr ' (y) d y j A d v il A • • * A d v { ' 

递增的 / tl< -<iri = l y 


/!=' 


- r • 1 




7-1 ^^1，".，‘卜1，6 + 1，".，‘+1 




dy ^ 


(y) 


dy 11 A • • • A dy 1 ' 


最后这个等式用到了以下命题 ：若有 Z 使得 j t 则 


dy j A dy 11 八…八 dy lr = 0; 
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若有 /使得 ，则 

dy^ A dy Xl 八…八 dy Xr 

= {-l) l dy tl A • • • A dy tl A dy^ A dy ll+l 八…八 dy lr . 口 

流形上的微分形式具有以前在 Rn 的开集 t ； 上定义的微分形式 
的各种性质.下面我们不加证明地叙述两条关于流形上的微分形式的 
命题.它们的证明留给同学自己去完成. 

命题 15.6.5 设 f : M — iV 是光滑映射，则冋拉映射 f * 是线性 
的，且具有以下性质： 

(1) Vu; 6 fi r (7V)Vr/ e Q 9 { N )( r{cj 八 ”） =P(a;)A (f*T 7 )); 

(2) Vu ； e n r { N )( r {( L ；) = d ( f * a ;)). 

命题 15.6.6 设 — M 和 g:M — AT 是两个光滑映射，其中 
L , M 和 JV 分别是/维流形， m 维流形和 n 维流形，则 ( fog )* = g * of *. 

定义 15.6.5 流形 M 上的微分形式 u ; 称为闭的,若也;= 0.流 
形 M 上的 r - 形式 o ; 称为恰当的，若有 M 上的卜- 1)- 形式//，使得 

drf = (jj. 

以下的命题的证明也可以从 R " 的开集上相应的命题出发通过适 
当的回拉完成.证明的细节留给同学了. 

命题 15.6.7 恰当的微分形式必闭. 

流形 M 上的坐标片匕称为星形的，假若与它对应的坐标图卡 
( a ， V a ) 中的是星 形的. 

以下的命题称为流形上的 Poincare 引理，它是 R " 的开集上的 
Poincare 引理（定理 15.5.1) 的推广.它的证明是从 R 7 1 的开集上的 
Poincare 引理出发通过适当的回拉完成的.我们只给出它的叙述，证 
明的细节留给同学了. 

命题 15.6.8 (流形上的 Poincare 引理）在流形 M 上的星形坐 
标片 f / a 上的闭的微分形式在星形坐标片上必恰当. 


§15.7 R 7 1 的开集上微分形式的积分 

定义 15.7.1 设 u ; 是 R / 1 (或町）中的开集 [/ 上的心 形式: 
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^ =㈣ ， 

其中 P 是 （/ 上的 Lebesgue 可测函数，而 

ojq = dx 1 A dx 2 八…八 dx n . 


又设 A 是 [/ 的 Lebesgue 可测子集，若分在乂上是 Lebesgue 可积的， 
则 n - 形式 w 在>1上的积分定义为 


gdx 1 A dx 2 A • • • A dx n = / gdm, 

Ja' 

其中 m 是 R n 上的 Lebesgue 测度. 

引理 15.7.1 设 t/ 和 V 是 R n 中的两个开集， f : — K 是光 

滑双射，且在 [/上 det 〆 > 0,则对于 K 上的连续的 n- 形式 u;， 和 
的任何紧集我们有 







证设（?/，•••， 〆 ’）= W (工】，•••，工 n )， 而 u ; = 9办 1 八…八办 n ， 由 
公式 （15.4.2) 与（15.4.3)，有 


(^*u; = (g o cp)dif l 八… d(p n = {go y>)(clct<^ / )dx 1 八…八 dx 11 . 


因此，由定理 10.6.3, 便得引理的结论. □ 

注微分形式的积分是通过函数的积分来定义的.较之函数的积 
分,它的优点就在于把换元公式用回拉简洁地表示出来了. 


§15.8 习 题 

1. 问： R n 上满足条件 dx x Adf = 0 的光滑函数 / 是怎样的函数？ 

2. 给定了 R n 的开子集〖 / 上的光滑函数 g . 问： R " 的开子集上的满足 
以下条件 dfAdg = 0 的光滑函数 / 是怎样的函数？ 

3. 求以下微分形式的外 微分： 

(i) x l dx l + x 2 dx 2 + …+ x n dx n \ 

(ii) x 2 dx l — x l dx 2 ; 

(iii) xdy Adz + ydz A dx + zdx A dy; 
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( iv ) f { x , y ) dx . 

4. 设 u ; 和 r / 都是闭形式，试证： ioAT] 也闭;设 o ; 闭，而 7 J 恰当，试证： cjAtj 
恰当. 

5. 设 a ; € n l ( U ). 又设/是个在上恒不等于零的光滑函数，且 / u ; 闭, 
试证： a ; A da ; = 0. 

注满足以上条件的/称为 o ; 的一个积分因子. 

6. 试证： 在连通开集 UCR n 上的闭的0•形式是个常值函数.设7；是个 
恰当的 1- 形式, pEt /, 则存在唯一的一个函数 g , 使得 dg = W 且 9 ( P ) = 0. 

7. 在 R 3 的开集 C / 上，试用微分形式的语言去 证明： 

( i ) 对于任何 f / 上的光滑函数/，有 curl grad / = 0; 

( ii ) 对于任何上的光滑的向量场 f , 有 div curl f = 0; 

( iii ) 对于任何星形开集 t ； 上的光滑的向量场 f , 只要 cmi f = 0,便有 （7 
上的光滑函数夕，使得 f = grad g 在 U 上成立； 

( iv ) 对于任何星形幵集 [/ 上的光滑的向量场 f , 只要 div f = 0,便有 f / 上 
的光滑的向量场 g , 使得 f = curl g 在 [/ 上 成立. 


进一步阅读的参考文献 


以下文献中的有关章节可以作为微分形式理论进-•步学习的参考： 

間的第11章第3, 4节介绍了微分形式，第6节介绍了向量分析. 

[5] 的第 I 3 章介绍微分形式. 

[91 的第8章第 7 , S , 9 , 10, 11 节介绍了微分形式. 

[11] 的第三卷的第2章介绍微分形式. 

[13] 的第4章第3节介绍了微分形式. 

[141 的第24章第 212, 213 节介绍了微分形式. 

的第9章第7, 8节介绍了微分形式. 

I 20 j 的第3章和第9章介绍了微分形式，并介绍了上同调的概念. 

丨 21] 的第14章介绍了微分形式，并介绍了上同调，同调和调和形式等概念， 
内容很丰富. 

I 22 j 的第5章第 9 节介绍了微分形式. 

[26] 的第5章第 2 节介绍了微分形式. 

t 29 j 的第15章第3, 4节介绍了微分形式和流形上微分形式的积分. 




第 16 章欧氏空间中的流形上的积分 

本章要把 §15.7 中引进的 R " 的开集上微分形式的积分推广到欧 
氏空间的流形上去.用的办法仍然是通过坐标图卡中映射的回拉建立 
流形上微分形式局部的积分理论，然后利用单位分解将流形上微分形 
式局部的积分拼成流形上微分形式整体的积分.在§8.7, §10.8 和第 
12章中曾分别讨论过欧氏空间上 1- 流形，2-流形和复平面的 1- 流形 
上微分形式的积分，它们是本章内容的特例，也构成本章内容的背景 
材料. 


§16.1 流形的可定向与微分形式 

我们先介绍一个简单的引理： 

引理 16.1.1 fc - 形式 u; p 在 T P ( M ) 上的限制不是 A k { T p ( M )) 
中的零元，当且仅当 Vi ，…， 是 T P ( M ) 中 A ; 个线性无关向量时, 

w p (vi ， … ， Vfc) #0. 

证 若 e : ，…， ek 是 T P ( M ) 中的一组基，设 


VI 

• 


• • 


_ • 

ei 

• 

鲁 

• 

. y k . 


§ • 

• • 

• 纹… 畤 _ 


參 

• 

e k . 


我们知道 

n 

w P (Vi ， … ， v fc )= ; ； a ； p(e l9 .--,e fc ). 

纹…竑 

又因 W ，…， ％是 T p ( M ) 中 fc 个线性无关向量，上式右端的行列式 
非零. 只要 Ci ； p(vi,---,v fc ) ^ 0 对某一个由 A : 个向量 Vi ，…， V/C 构成 
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的线性无关向量组成立,便对任何一个由 A ： 个向量 Wi ，…， Wfc 构成的 
线性无关向量组必有^ 0. □ 

在展开流形上微分形式的积分理论的讨论之前,我们先给出用微 
分形式的语言描述流形的可定向性的刻画. 

命题 16.1.1 设 M 是 R n 中的 fc - 流形，则 M 是可定向的，当且 
仅当有一个在 M 上恒不等于零的 A :- 形式.确切些说，当且仅当有一个 
包含 M 的 R / 1 中的开集 W 和一个在 W 上的形式 cj . 使得对于任 
何 p e M ， ％在 T P ( M ) 上的限制不是 \ k ( T p ( M )) 中的零 元素. 

证 若有一个包含 M 的 R n 中的开集 W 和一个在州上的 A :- 形 
式 u ;， 使得对于任何 p € A /， u ; p 在 T P ( M ) 上的限制不是 A k ( T p ( M )) 
中的零元，在 M 上定义一个定向 O 如 下：设 ( a , 14 ) 是 M 的一个坐标 
图卡，如果对 于一切 a ( t ) = p e U Q 都有 a^Q^tOei ， …， a’(t)e*) > 0, 
我们便让 （ a ， K) e a 现在我们要证明，如此定义的 o 满足引理 
13.4.1 中的条件⑴和 （2). 条件 （1) 显然得到满足.今证条件 （2) 也 
满足•设 （ /3, ⑹ € O , 且 q G n % ， a(u) = q = /3(v )， 则我们有 

dot V ^ 3 ( v ) • ，…， a , ( u ) e /c ) = 0 '{ v ) c k ), 

其中 = k /? 是转移函数.因 

u ^ aYvOei ， …， 0：»/0 > 0 且 , f 3 \\) e k ) > 0, 

故 det > 0. 条件⑺得到满足. 

今设 C 9 是可定向流形 M 上的一个定向，而 p e M ， 又设 （ a , l / a ) 
是 M 在 P 点的一个坐标图卡， a ( t )= p ，则 

。’⑴心，…， a ’( t ) e fc 

是 R " 中的一个线性无关的向量组.我们要 证明： 至少有一个 u; p G 
A fc ( R n， ), 使得 

u ) p ( a f ( t ) e u •••, a ’( t ) e fc ) = L 
为此，让线性无关的向量组 


« / (t)ei, •••, a’(t)e；e 
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扩张成 R / 1 上的一组基 

••• ， a(t)e k y v/c+i, … ， v n ， 


它的对偶基为 

Vy ， V n . 

iB Wp = v x A • • • A V*：, W \ oj p fc- 形式，且 

u^ p (a’(t)ei ， … ， a’(t)e fc ) = vi A • • • A … ， a , (t)e /b ) = 1. 

因为 a 和都是光滑映射，所以有 t 的邻域 V p C 匕，使得对于任 
何 ue Vp ， 我们有 u ; p ( a , ( u ) ei ,• • • , a ^ ujefc ) > 0. 根据推论 13.1.1，可 
选一个 p 在 R " 中的邻域％，使得 a - 1 可光滑地延拓到上（为了 
不使记号太累赘,这个延拓后的映射仍记做 a - 1 ), 且 a - U ^ p ) C V p . 
若 q e Wp n Af 而（/3, %) e (9 是 q 点处的一个坐标图卡, /3( u ) =q = 
a ( u ) •则 

det ^(u) - u; p (a , (u)e 1 ，…， a\n)e k ) = (jj p (^(ii)e u …， 

其中 P a /3 是转移 函数因 ( P ： V (3) e O , 所以 det ^( u ) > 0, 由此 
便得 u ) p (^{ n ) eu '-,(3 f ( u ) c k ) > 0. 现在，对于每点 p € M , 我们己 
经得到了一个定义在 R n 中点 p 的邻域上的 A :- 形式 u ; p . 下面 
我们将利用单位分解定理，把上述局部定义的微分形式粘合成一个在 
W = [j W p 上整体地定义的 fc - 形式.根据单位分解定理，有一个 

peM 

从属于 { W p : P e M } 的单位分解{化 ： y e N }， 每个为有一点 
p ⑴ e M ， 使得光滑函数句在 ^ p(i) 的一个紧子集之外恒等于零 .令 

OC 

吻) = 5]匆 (咖 PW . 

j=l 

在任何紧集上，除有限个 j 外. u； p(j) 恒等于零，故 U ； 在 W 上光滑. 
设 q G M ， 而 ( 7 , V ^) e O 是 q 处的一个坐标图卡， 7 ( u ) = q , 则对 
任何 p e M ， 只要 q e VVp , 便有，…， 7 » e/J > 0 •又因 
也 ( q ) > 0 和 e 1 ，所以 0 ^)( 7 » 1 ，…， 7 »々） > 0 . 从而 a ; 

在任何 T q ( M ) 上恒不等于零. □ 
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§16.2 流形上微分形式的积分 


在定义瓜 7 .1中，我们定义了 R k (m Ri ) 中的幵集 y 上的形 
式的积分：设 r / = gdx L A • • • A dx k , 

jv V=Z Jv 9dm： 

其中 m 表示 R fc 上的 Lebesgue 测度.为了引进 A : 维流形上形式的 
积分,我们先引进下述 引理： 

引理 16.2.1 设 A / 是 R n 中的 fc - 维定向流形,其中 （1 Ot 彡 n ). 
u ; 是 R ” 上的连续 fc - 形式，且 u ; 在紧集 A ： 以外恒等于零. （ a , V a ) 和 
(/3, v 0 ) 是流形 M 的属于同一定向的两个坐标图卡，且 ft ： C u a nu^ 
其中^与〜是 ft n 中的开集，且= a{V Q ) = Ua, 〜 nM = 
W )，， 则 

/ OC'UJ 卜 f f M. 

Jv a JVp 

证由假设,上述两个积分都是有意义的.注意到在定向流形 M 
上 det > 0,记 = ^\u Q nu 0 ),Vp Q = a^iU^nUp ). 根据 
引理15.7.1，并注意到 / T ( u ;) 在之外等于零及 a » 在％之 
外等于零，我们得到 



/ ( ao ( P a /3) •(⑷ 

Jv Q0 

=/ = f f ot*(u)). □ 

J v a0 Jv 0oi Jv ^ 

注只在最后第二个等号上用了 det > 0 (参看引理 15.7.1 
中的条件 “det 〆 > 0”)，这是微分形式的积分只在定向流形上才有意 
义的根由所在. 

有了上述引理,现在可以逐步引进流形上微分形式的积分概念了. 
定义 16.2.1 设1彡 A : < 71， M 是 R / 1 中的 A : 维定向流形， 
㈧ 匕）是 M 的一个坐标 图卡. 若 a ; 是 R " 上的一个连续 h 形式， 
它在匕的一个紧子集之外恒等于零，其中匕是中的开集，且 
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U a HM = a ( V a ), 则我们定义 fc - 形式 cv 在 k 维定向流形 M 上的积 
分为 



注1由引理16.2.1， 积分卜 的值不依赖于坐标图卡 ( a , V Q ) 

J M 

的选择. 

注2以前（参看定义 8.6.1) 我们己经定义了连续函数的支集这 
个概念.以后还会用到连续的微分形式的支集这个概念.它的确切定 
义是： 连续的微分形式的支集是指具有如下性质的最小 闭集： 在它之 
外连续的微分形式恒等于零. 

我们将利用单位分解定理把流形上微分形式的积分概念定义 
16.2.1 中 “ u ; 在匕的一个紧子集之外恒等于零”的条件除去，这样 
就得到了流形上一般的微分形式积分的概念. 

定义 16.2.2 设1 < A : < n ， M 是 R n 中的 fc 维定向流形，坐标 
图卡族0 = {( a , V a ) : aeC } 是它的定向，: a € C } 是 R n 中的 
一族开集，且匕 n M = a ( K a ). 若 u ; 是 R n 上的一个连续 b 形式，它 
在的一个紧集之外恒等于零.设 {0,}^ 是从属于{^ ： a € C } 
的一个单位分解.我们定义形式 a ; 在 fc 维定向流形 M 上的积 


分为 




注1因为 u ； 的支集是紧的，上式右端的求和中只有有限项非 
零.我们可以 证明： 如此定义的微分形式的积分不依赖于单位分解的 
选择•设是另一个从属于 { U a ： aeC } 的单位分解，则 








yj (y. 


]标= 


yj 
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以上推演过程中的求和号与求和号的交换及求和号与积分号的交换都 
是合理的，因为所有的求和都是有限项的求和.这样，我们已证明了定 
义 16.2.2 是合理的定义. 

注2 如上定义的流形上微分形式的积分/ o ; 只依赖于 a ; 在 

点 p e M 上的值（它本身是个张量）在 T P ( M ) 上的作用，换言之，若 
另有一个微分形式/?，使得 

Vp G MVti ，.. . ， r fc € T p (M)(u;(p)(ti > • • •,r fc ) = ” (p)(Ti，• • • ， r fc ))， 


卜 h 

原因是：在上述条件下，对于 M 的一切坐标阁卡 （ a ，\4), 有 a ^( a ;) = 
a *(77). 综上所述，虽然我们假设 a ; 定义在包含 M 的幵集上，但 u ; 在 
M 上的积分与 u ; 在 M 外的值无关，所以我们确实是定义了 M 上微 
分形式 u ； 的积分. 

下面我们要建立微分形式积分的换元公式，它也是引理 16.2.1 的 
推广. 

定理16. 2 .1 (流形上微分形式积分的换元公式）设 M 和 iV 分 

别是 R m 和 R ” 中的两个维定向流形， g : M — N 是微分冋胚，则 
对于任何 7 V 上光滑的、具有紧支集的 fc - 形式 a ;， fa ; 是 M 上光滑的、 
具有紧支集的 A > 形式，且 


/ ^ = / g、. 

JN JM 


证设 （ a ， V a ) 是 N 的一个坐标图卡，令0 = g - 1 。 a ， 贝 IJ (/3, V«) 
是 M 的一个坐标图卡.若 u ; 的支集是 a ( V Q ) 的一个紧子集，则有 




= j v (go/^r- 


若 a ; 的支集不是某个 a ( V a ) 的紧子集，按定义16.2.2, 
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其中 {< i > j } T = i 是从属于 { t/a ： a € C ) 的一个单位分解, 而匕是 R " 
中的开集，且 n TV = a ( V a ). ct > j 的支集是某个匕,.的紧子集，因而 
_ 的支集也是这个&^的紧子集，由先前所证， 

/ ( f > j ^= / g *(0 j - a ;) = / ( Aog ) g * u ;. 

JN JM Jm 

由定义13.1.1，对于每个 iV 的坐标图卡（％，％)，只要&充分小，便 
有个光滑的映射 G 厂％ — R ' 其中％ 是 R m 或 RT 的开集，使得 

%nM = g — Vo ^ U )， 且 Gj | g - 1(aj(Vaj)) = g | g - i ( a , •(%)). 


所以 

又闵 A 的支集是某个仏^的紧子集，而 = %•(%)，故 中 ％ 
和勿。 g 在 g -1 h ( V ^)) 上的限制的支集都是 g — 1 ㈣ ( h )) 的紧子 
集，而％ oG 7 . 的支集是 G - 1 ^) 的紧子集，且 {^ oG ,-}^ 是从属 
于 { G 7 r (^)}^! 的一个单位分解，故我们有 


E 乂 , (A 。 g ) g * 

= H 乂，⑷ 。 = 

F 面我们要建立流形上的 Stokes 公式,它是一维的 Newton-Lcibniz 


公式(参看 §6.3 与公式 (8.7.13) 或 (8.7.13/), 二维的 Green 公式（参 
看 §10.8.5) 和 n 维空间中的 Gauss 散度定理（参看 §10.9 的第26题) 
在一般的流形上的推广.为完成这个推广，我们愿意重温一下零维和 
一维流形的定向及零维和一维流形上的微分形式的积分等概念（参看 
§8.7.2 的讨论和定义 13.4.4). R n 上的零维流形是 R 71 的子集 A /， 它的 
任何点都不是 M 的极限点 . M 的子集是紧的，当且仅当它是有限集. 


零维流形 M 的定向是指这样一个函数 e : M ^ {-1,1}. 若 g 是 M 
上的一个紧支集的◦-形式（即 M 上的在有限个点外皆为零的函数)，9 


的积分定义为 


9=^ £ (Pj)9(Pj)- 
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设 f : [ a ,6] — Rn 是光滑单射，且对一切 f e [ a ，6]， f %) # 0,则 
M = f ([ a ,6]) 是个一维紧流形，且= { p ， q }, 其中 p = f ⑷和 
q = f ( b ). M 上有两个 图卡： （ a ， V a ) 和 （久⑸， 其中 


V Q = [0,6 - a ), Vt e V Q ( oc ( t ) = f(a + i )); 

V 0 ^= ( a - 6,0], Vte 4(/3 ⑴ = f (6 + <)). 

容易检验， ^> a 0 ( t ) = (6- a ) + f , teV 0 . 所以， ^( t ) = 1 ， f G %•这 
两个坐标图卡在 M 上确定了一个定向.由这个定向在边界上诱 
导出的定向是 e ( q ) = 1， e ( p ) = -1 .若 g 是 M 上的光滑 0- 形式（即光 
滑函数)，则 


I dg = V { dg ) = / d { Vg ) = / d(g o f ) 

M J[a y b] J[aM J[aM 

=/ ( P ° f )\ t)dt = go f (6) - gof ( a ) = g { q ) - g ( p ) 



这就是公式 （8.7.13)( 或 （8, 7.13)0 的重新证明. 

为了证明流形上的 Stokes 公式，我们需要引进下述引理，它实际 
上是 fc 维线性空间 R fc 和 fc 维半空间喊上的 Stokes 公式的特例.这 
个特例的证明完成后，只要用单位分解及坐标图卡的回拉便可得到一 
般的 Stokes 公式了. 

引理 16.2.2 若 r ; € n k - l { K k ) 的支集是 R fc 中的紧集，则 

I dr } = 0. 

JK k 

若 r ; G HR ^) 的支集是中的紧集，则 


L 一 U 


证对于任何 j e {1，…， A ：}， 记 


= (- iy ~ l dx l 八…八 dx^~ l A rfx * 74 " 1 八…八 dx k . 


在 或 的每一点， V ，… ，铲 构成 A k - l (( R k ) f ) 的一组基.任何 
具有紧支集的 W - UR fc ) 或 ^( Rl ) 中的元素 r / 均可写成 



§16.2 流形上微分形式的积分 319 


k 

j=i 

其中，对于每个 j ， 是个 R fc 或 Rt 上具有紧支集的光滑函数.因 


名 - \ dx l A---Adx k , 若 z = 
dx l A rf = < 

\ o , 若^乂 

我们有 ^ 

AT 

dr] = y^(Djgj)dx l 八…八 dx k . 
j =! 

所以，对于任何紧支集的 r ; € uM _ ] ( R 4)， 有 



Y1 J Rk ^ D j9j) dTn = 


/ div gdm , 

Jn k 


其中 g = (.91，. ••，％)• 

若 77 € n k - l { K k ) 是具有紧支集的，由 Fubini - Tonelli 定理，上式右 
端的积分可以写成累次积分.又由 Newton - Leibniz 公式和以下 事实: 
对于任何 u ， v ， 只要|«|充分大， 


力 (u ， f ， v) = 0, 


其中 u = (*ai 


), V = . Uk ). 我们得到 


v)dt = 办 (u ， oc ， v) - 办 (u ， - oo , v) = 0, 1 ^ j ^ k . 


由此，我们有 


L 


dr ) = 0. 


若 rje n k ^ l { R \) 的支集是 Hi 上的紧集.由 Fubini - Tonelli 定 
理，有 

n k 


dr ) 


o 


^2 i D j 9 j ){^) dui -- du k - 


duk . 


当 10 O - l 时，我们有 
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Djgj(n)duj = 0 . 


再利用 Fubini-Tonelli 定理交换积分顺序,我们有 





f { D k gk )( n y t ) dtm { du ) 
Jo 

[ g k ( u , oo ) - g k ( u , O ) jm ( rfu ) 
p fc ( u ，0) m ( du ). 



注意到，在上，坐标函 数^三 0,故在上 rf / = 0 .所 
以，当 1 彡 j •彡 fc - 1 时，在上屮 = 0. 由此,我们有 



= (- l )^' 1 [ gkdx x A • •• Adx k ~ 
JdKi 

= 土 (- l) k - L f gk(u y 0)dm(u), 

JK k - 1 


其中右端表示式中士的选取与 §13.4 中关于关于可定向流形边界的 
正定向约定有关，按照这个约定： （1) 当是偶数时， ( a ^) 60=^ 
(6， t ) e A (2) 当 fc 是奇数时， ( a , 14) e (9 =>• ( A ,^) G d 所 
以当 k 为偶数时，上式右端的正负号应取 正号； 当 fc 为奇数时，上式 
右端的正负号应取负号.由此我们得到如下结论 ：不论 / c 是奇还是偶， 
土 (-1 广1 = 一1.总结之，我们有 





注引理 16.2.2 的证明中最后一段议论告诉 我们： §13.4 中关于 
可定向流形边界的正定向约定之所以要对奇维数与偶维数流形分别作 
出有点古怪的规定，真正的目的是为了使得 Stokes 公式有一个对奇维 
数与偶维数流形统一而简洁的表达式. 

现在我们可以叙述并证明流形上一般的 Stokes 公式了. 
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定理I 6 . 2 . 2 (流形上的 Stokes 公式）设 M 是 R" 中的一个 
紧的 A: 维可定向流形， u; 是定义在一个包含 M 的幵集上的光滑的 
(fc - 1)- 形式，则 

/ dw = I to. 

JM JdM 

若 3M = 0，则上式右端理解为 0. 

证设 {( a,F a ) : a G O } 是 M 的定向，⑷ : i G N} 是从属于 
{ U Q :ae O } 的一组单位分解,其中每个匕是 R" 中的一个开集，且 
n M = a ( V a ). 因 a; = f 我们有 



人 d ( E <^a>) = ) = ^lJ M ). 


因为上式中的求和号都只是有限项求和，所有的积分,微分与求和的次 
序交换都是合法的.另一方面，由定义16.2.2， 


/ u = ㈣ • 

JdM z JdM 

假若我们能证明 / d (< PjU ；) =： / 0,0；, Stokes 公式便证 得了. 换言 

JM JdM 

之，只须证明， Stokes 公式对于任何支集是某个匕的紧子集的 w 成 
立就够了，其中匕是 R 71 的开集，且 n M = 设 r? = a»， 
则 7? 是 K a 上的一个光滑的 （fc- 1)- 形式，它的支集是 K a 的一个紧子 
集，且初= d { a ^) = a*(da ;) •把 r/ 在它的支集外定义为0, r / 可以看 
成 R fc 或上的 （fc - 1)- 形式.这样,我们有 


和 



若7/ e 炉 -HR% 
若 r/e W^Ri) 



若一 1 ⑽). 
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这就把流形上的 Stokes 公式的证明转移到上去了，而后者已由引 
理 16.2.2 证得.故 Stokes 公式证毕. 口 

§16.3 流形 上函数的积分 

本节要介绍流形上函数的积分.在传统的数学分析书上，曲线积 
分有第一类型曲线积分及第二类型曲线积分的区别，曲面积分有第一 
类型曲面积分及第二类型曲面积分的区别.本讲义己经介绍过的流形 
上微分形式的积分是传统的数学分析书上第二类型曲线积分与第二类 
型曲面积分的推广，即将介绍的流形上函数的积分是传统的数学分析 
书上第一类型曲线积分与第一类型曲面积分的推广. 

为了介绍流形上函数的积分，我们先要引进 R n 中的 fc 维流形的 
k 维体积的概念.在 §10.9 的第 23 题中曾经讨论过 R n 中的 （ n-1) 维 
流形（或称超曲面）的 （ n- 1) 维体积（或称超曲面的面积).当时利用 
保法图卡局部地将超曲面延伸成一个薄薄的一小块，然后以这小薄块 
的体积与厚度的商的极限定义为超曲面（局部的）面积.不难把 §10.9 
的第 23 题中的讨论超曲面的 （n - 1) 维体积方法推广以解决 A: 维流 
形的 fc 维体积问题（留给同学自己思考).但本章将用另一种方法得到 
k 维流形的 fc 维体积的计算.当 fc = n - 1 时，它的结果恰与 §10.9 的 
第 23 题的结果相等，虽然，从表面上看，现在用的方法与 §10.9 的第 
23 题的方法似乎并不一样.但我们将得到的 A: 维流形的 fc 维体积的 
计算公式，在 fc = n - 1 时和 §10.9 的第 23 题的结果相同，换言之，这 
两种方法（在并不苛刻的条件下）事实上是等价的.以下的讨论并不用 
到 §10.9 的第 23 题的结果.但以 §10.9 的第 23 题的结果为背景，把它 
们与这里的结果相比较将会帮助我们理解这里讨论的内容. 

在本节以下的讨论中， n 和 fc 总表示两个自然数，且 fc < n. 首 
先，我们要讨论 R " 中的 A 维线性子空间中的 A : 维体积的概念.设 
，…,是 R n 中 的&个 向量.七，…， at 在一个 A ; 维线性子空间中. 
考虑在这个 fc 维线性子空间中的（有时可能是退化的） fc 维平行体(又 
称盒子） 




5( ai ,---, a fc ) = : 0 < 心 < 1, = 1，…， A ：}, 

我们试图探寻一个关于这个(有时可能是退化的） A 维平行体的 fc 维体 
积的公式，并要求这个体积公式应满足下列两个(十分合乎情理的) m ： 

( 1 ) 若 ai ^-^ a/c 6 {p ： Vj > k ( x j { p ) = 0)}, 换言之， 

ai = ( a }， …， af ，0，...，0) (i = 1， •••，/:)• 

记 

= (心"，4) (i = 1，…， A :)， 

则由 ai ，…， afc 所张成的（有时可能是退化的） fc 维平行体 B ( a u …， a fc ) 
在 R / 1 中的 A : 维线性子空间中的 A : 维体积应等于 B ( k u - • • ，、）在 R * 
中的 fc 维 Lebesgue 测度； 

( ii ) fc 维平行体的 fc 维体积相对于（绕原点的）旋转和（相对于任 
何过原点的一个超平面的）反射是不变的. 

设4表示以七 ，…， 为列向量的 n x A : 矩阵 | a 1? ..., a , j . 下面 
的命题给出了满足上述两个要求的体积公式 

命题 16.3.1 M n , k 表示 n x fc (实）矩阵之全体.对于任何4 E 
M n ， fc ， 记 V ( A ) = [det ( d 7 ^)] 1 / 2 , 其中表示力的转置，则 V 是 
M ntk 上满足以下条件的唯一的非负 函数： 

⑴若 「1 

A= B ， 

0 

m ■ 

其中5 e M ktk , 而 0 是 （n - A :) x fc 的零矩阵 ，则 V ( A ) = |det B \. 

(2) 若 G 是一个 nxn 的正交矩阵，则 V ( GA ) = V ( A ). 

证先证明 V ( A ) = [det ( A t A )} 1 / 2 满足条件 （2): 因为 

Vx 6 ^'((^^ XjX ) = ( Ax , Ax ) ^ 0), 

A T A 是非负定的，故 det ( A t A ) ^ 0, V { A ) - [det ( A T A )} 1 / 2 是非负 
实数.当 A : = n 时 ， det ( A t A ) = (det A ) 2 , 此时， F ⑷ =|det 川•若 
G e M n , n 是正交矩阵，则 G T G = / ，其中 J 表示 n x n 的单位矩阵. 
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由此 ， det [(GA) T {GA)] = det {A T G T GA) = det {A T A), 条件 （2) 得以 
满足. 

再证明 V(A) = [det (A T A)} 1 / 2 满足条件 （1): 若 

0 

则 A t A = B t B^ det {A T A) = det {B T B) = det B T - det B = ( detB ) 2 , 
条件 （1) 得以满足. 

今设 F : Mn } k ^ [0,00) 满足条件⑴和⑵，而4 e Mn )k . 总可 
找到一个正交矩阵 G 把4的 A : 个 n 维列向量映到 x {0} 中，换 
言之， 

…卜1， 

0 

■ m 

所以， F 2 {A) = F 2 {GA) = |det B\ 2 = det (D T B) = det {A T G T GA)= 
det (A r A). 唯一性得证. 口 

注 1 由于映射 A ^ GA 相当于将 A 的 fc 个 n 维列向景作一个 
旋转（或再作一个反射).把 M n ， k 中的矩阵4与它的 k 个 n 维列向 
量组之间建立 一一 对应.若把 V(A) = (det (A T A)] i / 2 作为欠的 A: 个 
n 维列向量所张成的维平行体的 fc 维体积,并注意到推论 10.6.2 及 
单位正立方块的 Lobesgue 测度等于 1 ， 我们发现 V(A) 满足的上述条 
件 （ 1) 和 （ 2) 恰相当于这 A: 维平行体的 fc 维体积 V(A) 应满足的两个 
要求 ⑴ 和 （ ii). 

注2矩阵 

aT A = [(^i^j)n n ]i^ij^k 

的行列式称为矩阵火的 Gram 行列式（参看 §8.8 的第27题 ( vii )( a ) 
的注)，其中斗表示4的第 i 列的列向量， ( ai , aj ) R n 表示士和 a 』 在 
欧氏空间 R w 中的内积. 

引理 16.3.1 设 C e A 6 M n 、 k 和 B = 4 C ， 则 V(B) = 
\detC\V(A). 

证因 
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V 2 {B) - det{B T B) = det ((AC) T {AC)) = det (C T {A T A)C) 
=(det C) 2 det (A r A) = (det C) 2 V 2 (A), 


引理证毕. □ 

定义 16.3.1 设 4 € M n , k 具有以下形状： 



乂设/ = ( iu …， h )、 其中1彡“ < … < 4 彡 n •记 


A 1 


a 


十 


a 


u- 








命题 16.3.2 由矩阵 4 e M n , k 的 A : 个 n 维列向量所张成的 
( R n 中的) A : 维平行体的体积 V(A) 满足以下 公式： 


v 2 { a )= Y , det = X ! ( det A ^ 2 - 

/ 递增 / 递增 

I /| = fc |/|s?lc 

证当 fc = l 和 = n 时，公式显然成立.今设1 < fc < n ， 又 
设 S 属于 M n , k 、 其中 S ，…， W ]. 对于命题中给定的洚定义 
( R / 1 产 — R 的两个映射 F 和7/如下： 

F ( b u --, b k ) = F { B)=det ( B r A ) } 

H ( b ir - M ) = H ( B )= Y , det [{ li 1 ) 1 A 1 ) 

/ 递增 
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= J 2 (det S 7 )(det A 1 ). 

/递增 

i/i=fc 

显然， F 和 if 都是 A : 阶张量.设 J = {九 • • • ，九}，其中 W …< 
J / A ： 彡打.又设 h = % (i = 1， • • • ，左)，其中表示第 ji 个分量为1其 
余分量均为零的 n 维列向量.记 B 为 M n , k 中如下形状的矩阵： 




若 J / J ， 则^至少有一行的元素全为零，因而对于任何/ # J ， 
detB 1 = 0•故 


H { B ) = det \( B j ) t A j }. 


又对于如上所述的 S ， 有 B T A = { D j ) t A \ 故对于这样的万， F ( B ) = 
H { B ). 和 H ( B ) 都是 B 的列向量的重线性函数，换言之，它们都 
是 S 的列向量的张量.又 q ，…，构成 n 维列向量空间的一组基. 
所以我们有以下结论：对一切 F ( B ) = H ( B ). 特别， F ( A ) = H ( A ), 


换言之. 


V 2 ( A ) = ( det A ') 2 - 


/ 递增 

i/i=fc 


定义 16.3.2 设 M 是 R / 1 中的 fc - 流形， （ a ， K a ) 是 M 的一个坐 
标图卡.又设0 : M — R 是一个支集是坐标片中的一个紧子集的 
有界的或非负的 Borel 函数.我们定义函数4在流形 M 上的积分为 


xpdV = J i)dV 


岭 (a(t))V(a’(t))dm(t). 


注1这个定义的一个直观的解释是这样的：若（《， V a ) 是 M 的 
一个坐标图卡，中的 fc 维盒子 


{t : ^ ^ ^ t^ + h j } = t 0 + B(h l e u --- ,h k ek) 

在映射 a 下的像 L = a%) 在『中被过 a(t 0 ) 处的流形 M 的切 
空间上的 fc 维盒子 


a(t 0 ) + B(/i 1 a / (t 0 )ei,-- • ， / i /c a , (t 0 )e fc ) 
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近似地替代.直观告诉 我们： 在不太苛刻的条件（例如所有的 《'( t ) 
等度连续的条件）下，当充分小时，替代用的 fc 维盒 
子 a ( t 0 ) + ，…， Z ^ o ^ tcOeA ：) 的 A : 维体积与（尚未定义 

的，但直观上是存在的）匕= a ( V a ) 的 A : 维体积之间的误差应该是比 

更高阶的无穷小.替代用的 fc 维盒子的体积是 

V ( a ( t 0 ) + B ( h l a r ( to ) ei r - • yh k a \ t 0 ) e k )) = h l • •- h k V ( a f ( t 0 )). 

然后用类似于 Riemann 和的极限是 Riemann 积分的想法就可以得到 
定义 15.3.1 的合理性.以上直观解释的形式上更为严谨的叙述方式可 
以像 6.8.1 和 6.8.2 小节对弧长的定义那样给出.这就留给同学自己去 
思考了. 

注2这个定义的另一个直观的解释是这 样的： 仿照第8章 §8.8 
第27题与第10章 §10.9 第23题的方法引进保法坐标图卡（当然，现 
在不只是一条法线，而是一个 ( n - k ) 维的法空间).然后，把以 fc - 流形 
的每一点为球心， e 为半径的在 （n - fc ) 维的法空间的 （n _ fc ) 维球的 
并称为 fc - 流形的 e - 管. fc - 流形的 A :- 维体积定义为法向扩大后的管的 
体积的“导数”，即， e - 管的体积被 iX ^ k e ^ k 除所得的商在 e — 0时的 
极限，其中 ^ 是 （n - fc ) 维单位球的体积. 当然, 计算时要用到积分 
的换元公式和 Fubini-Tonelli 定理.细节留给同学自己去思考了. 

注3第8章 §8.8 第27题与第10章 §10.9 第23题的方法及其 
推广必须在流形是嵌在一个有体积概念的高维流形中才有意义.而本 
章所用的方法形式上似乎是没有这个限制的，但是依靠坐标图卡及回 
拉把欧氏空间中的体积概念搬到流形上时也用到了流形在欧氏空间中 
这个假设. 

注4 V { cx f {-)) 是个上的正连续函数，在0具有的支集是坐 
标片匕中的一个紧子集并且它在其上是有界的或非负的 Borel 函数 
时，定义 16.3.2 中等式右端的积分有意义. 

注5以上定义的函数0在流形 M 上的积分值不依赖于坐标图 
卡的选择，这是引理 16.3.1 和上积分的换元公式的推论. 

定义 16.3.3 设 M 是 R n 中的 fc - 流形 ， — R 是一个非负 
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的，或具有紧支集且有界的 Borel 函数.又设 {0,}-, 是从属于 M 的 
一组坐标片的单位分解.我们定义函数 切 在流形 M 上的积分为 

f HV = f] [ ^rpdV. 

JM J=1 JM 

注 1 当 0 是具有紧支集且有界的 Borel 函数时，定义 16.3.3 中 
等式右端是有限项 的和； 当0是非负的 Bore ] 函数时，等式右端是正 
项级数的和.无论那种情形,等式右端是有意义的.当然，0是非负的 
Borel 函数时，它可能等于 oc . 

注2定义 16.3.3 中等式右端的值与单位分解的选择无关.这可 
以用证明微分形式的积分定义的值与单位分解的选择无关的方法（参 
看定义 16.2.2 之后的注 1) 去证明. 

注3若让於等于 M 的某个 Bore 】 集>1的指示函数. • 0 1 + 

我们得到 

V(A) = V k (A) = f l A dV, 

JM 

这里 14 表示^作为 fc 维流形的子集的体积.当上下文告诉我们，维数 
k 是不言自明的唯一的那个非负整数时，14也常简记做 K . 定义在 M 
的 Borel 集全体构成的 a -代数上的14是个测度，函数在流形 M 上的 
积分就是函数在流形 M 上关于这个 a - 代数上的测度的积分.它 
属于第9和第10章讨论过的积分的范畴.因此，第9和第10章讨论 
所得的结果都适用于函数在流形上的积分. 

注4 即使流形不可定向，函数在流形上的积分仍是有意义的. 
但微分形式在流形上的积分，只在流形可定向时，才有意义（参看引理 
16.2.1 之后的注). 

引理 16.3.2 设 r 是 R n 的 fc 维线性子空间， （ Ul ，… , Ufc ) 是 r 
的一组正交规范基. 若 A k ( R n % a , ，…， a fc e r ， 则我们有 

^(^ i , • •.， a fc ) 二土 V "( ai , • • • ， a ^) u ?( ui , …， u fc ), 

当 （ a T ，…， a fc ) 是一组与 （ uv , u fc ) 在 r 上同定向的基时，上式右端 
的土取 （+) 号；当是一组与（叫，…， Ufc ) 在 T 上反定向 
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的基时，上式右端的土取（-）号.当 （& ，…， a fc ) 线性相关时，上式两 
端均为零，这时士的选取已无关紧要.特别，当 （ ai ，…， a fc ) 是一组正 
交规范基时， 

， … ， a fc ) = ±u;(ui,---,u fc ), 

右端的士的选取是这样 的：当 与 （ Uv ， llfc ) 同定向时 
取号，反定向时则取（-）号. 

证设 

aj = ^2 J = 1，…，允， 

i 

我们有（参看公式 (14.4.7) 的推导） 

♦1 ， • • • ， a fc ) = 工 ^ 1 … KMu 力 ，•••，％) 

=^2 ^i'k kb i x - - - K ku} ( u i ，…， 取） 

= det S-u;(ui,---,u ； e), 

其中矩阵 Z? = ( 6 j ), 而 是 Kronecker epsilon ： 

i y .. jk _ f e { a ), 若有置换 o ■使得 a ( i ) = ji (i = 1 ，…, fc ), 

] '" k \ 0 ? 若无置换 a 使得 a ( i ) = ji(i = 1， •••，&)• 

设 0 是个正交矩阵，使得 Ou ; = ej (j = 1，…， fc )， 贝 lj 

Oaj = ^2 % j = 1，…，允 • 

i 


由此得到 

(det B ) 2 = det { B l D ) = V 2 { 0 ^ ，…， Oa fc ) = V 2 (a 】 ，…， a fc ). 

故 |det B \ = ，…， a fc ). 根据定向的定义（参看定义 13 A 1)， 若 

(^，…， a &) 是线性无关的向量组，当 （ ai ，…， a fc ) 与 （ Ul ，."， Ufc ) 同定 
向时 ， det B > 0;当 ( a !， …， a fc ) 与(叫，…， u fc ) 反定向时 , det J ? < 0. 
所以我们有 

detB -=| y(ai， "' ，a/c)， 若(〜…，办）与(叫，…，〜）的定向相同， 
1 -V(ai,---,a fc ), 若 (ai ，… : a fc ) 与 (w ，…， u fc ) 的定向相反. 
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这就证明了 


w ( ai ，• • • ， a fc ) = 土1^，…， a fc ) a ;( ui ， …， \ x k ), 

其中土的选取恰如引理所述.引理的最后关于 ( a l 5 ..., a fc ) 是一组正 
交规范基时的论断是上述结果的直接推论. 口 

引理 I 6 . 3 . 3 设 ( a , V Q ) 是定向流形 M 的一个坐标图卡 ， p = 
a ( t ), t € V a . iB ( ui ( p ), …， u fc ( p )) 是由(乂⑴©!， …， o /( t ) efc ) 通过 
Gram-Schmidt 正交化方法获得的 T P ( M ) 中的一 组与 ( a '( t ) ei , • • • , 
以⑷^)同定向的正交规范基，则对于每个 j ， u ,( p ) 是坐标片 C/ a 上 
的连续函数. 

证设 T P ( M ) 中线性无关的向量组 


( Ul ( P )， …， Uj ( p ), w j+l ( p ), …， Wfc ( p )) 


在 M 上是连续依赖于 p 的，且 （ uHpV ^ u / p )) 在 T P ( M ) 中是正 
交规范的. Gram-Schmidt 正交化方法将把 w 7+1 ( p ) 换成如下的向量： 


w i+i(p)' E (wj+i(p),uz(p)) Tp(Af) uKp) 
u j+i(P) = . 

Wj+l(p) - E (W 州 (p) ， 叫 (p)) u“p) 

pv T P (M) 

易见,如此得到的 u j +1 ( p ) 是连续依赖于 p 的.故 Gram-Schmidt 正交 
化方法作用于一个连续地依赖于 p 的线性无关的向量组而得到的向量 
组仍应连续地依赖于 P . 另一方面， T P ( M ) 中的基向量组 
u/pXuj+Hphwj+dp )， …， Wfc ( p )) 由 Tp(M) 中的基向量组 ( ui ( p ), 
…， u ^ p ), w j+1 ( p )， …， w fc ( p )) 表示时系数行列式的值是(请同学补出 
计算的细节） 


1 


w j + i ( p ) - E ( w j+i(P),u ， (p)) Tp(M) u f (p) 


(M) 



因此基向量组 (ui(p), • •. , ^-(p), u H1 (p), W i+ 2 (p), • • • , WA.(p)) 与基向 
量组 （ Mp ), …， Uj(p),w J+ 1 (p) ， ... ， Wfc(p)) 确定 Tp(M) 中的同一个 
定向. 
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这样我们归纳地证 明了： 假若对于每个 j ， K ( t ) e ,) 是连续地依 
赖于 t 的，也就连续地依赖于 p 了. Gram-Schmidt 正交化方法作用 
于这个连续地依赖于 P 的线性无关向量组得到的向量组仍应连续地 
依赖于 P , 而且 Gram-Schmidt 正交化方法得到的正交规范基与原向 
量组构成的基在 T P ( M ) 上确定同样的定向. 口 

定义 16.3.4 设 M 是个 A : 维向流形，(叫⑼,…， Ufc ( p )) 是 T P ( M ) 
中的一组正定向的正交规范基，而 u ; 是 M 上的连续 fc - 形式.记 


i ^( p ) = u ;( ui ( p ), • • • , Ufc ( p )). 

由引理 16.3.2, 不依赖于正定向的正交规范基 

( ui ( p ),---, ujb ( p )) 的选择.故在记号仏⑼中 ( Ui ( p ),---, Ujfc ( p )) 并未 
出现.由引理 16.3.3, 正定向的正交规范基（!!:(!>)，•• •，&(?))可选择 
得连续依赖于 P ， 因而 F w ( p ) 连续依赖于 p . 我们有 

命题 16.3.3 设 u ; 是定向流形 M 上的连续 fc - 形式，如定义 
16.3.4 所示，则我们有如下的定向流形上微分形式的积分与定向流形 
上函数的积分之间的关系： 

/ cj = / F^dV. 

Jm Jm 

证设 ( a , K a ) 是流形 M 的一个坐标图卡.由引理16.3.2,有 


， … ， e fc ) = u; a(t) (a’(t)ei ， … ， a’(t)e fc ) = V (a’(t)) 匕 (a(t)) 


根据定义 16.2.1， 定义 16.2.2, 定义16.3.2,定义 16.3.3 和定义16.3.4, 


我们得到 



□ 


命题 16.3.3 给出了微分形式在流形上的积分用函数在流形上的积 


分表示的公式.这就是传统的微积分书上的第二类型曲面（或曲线）积 
分用第一类型曲面（或曲线）积分表示的公式的推广.对下面两个十分 
有用的特殊情形，命题 16.3.3 的公式中的匕的表示式特别简单.顺 
便指出,传统的数学分析书中只考虑 R 3 中的曲线和曲面积分，因而传 
统的数学分析只考虑了这两个特殊情形在 R 3 中的形式. 
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推论 16.3.1 若 M 是 R n 中的 1- 流形， M 上的 1- 形式的一般 

表达式是则 dK =心恰是弧长的微元，而 

j=i 

Fu , = at , 

其中 a = (au •…， a n ) ，而 t 表示 M 的沿正向的单位切向量.故 

/ u )= a • tds = / a • ds ， 

Jm jm Jm 

其中 ds = tds . 

证事实上只须证明.•当 M 是 1- 流形和 o ;= f ： 时，化:= 

a • t •设 t ( p ) =冗 t i ( p ) e iy RlJ 


n / 71 

F M = ^ P ( t ( p )) = f ^ i l '( p ) e l 

j=i \ t-i 


E ^( p)(E 

j 二 1 ^ f=l 


以 pW) = 5> ， (p)"(p) = 


□ 


推论 16.3.2 若 M 是 R n 中的 （n - 】)- 流形（超曲面)， M 上的 

(n - 1)- 形式的一般表达式是 to = 其中 

j =! 

rf = [ dx l A • • • A dxi 八…八 dx n , 


MdV 恰是超曲面的面积微元(参看 §10.9 的第 23 题 （vi) 和 （vii))， 而 

/ a ;= / a ( p ) - n p rfV , 

Jm Jm 

这里 a ( p ) = ( a ! ( p )， …， a n ( p )), n p 是超曲面在点 p 处的这样一个单位 
法向量（参看命题 13.4.5)， 它使得向量组 （ n p ， Ul ，…，构成 R n 
中的一组正定向的正交规范基，其中表示切空间 
T P ( M ) 的一组正定向的正交规范基. 

注1推论 16.3.1 的表述中用了记号二，它的涵义是这 样的: 
记号二出现在因子^上就表示该因子不出现在这个乘积中.确切 
些说， 
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dx l 八 … 八 dx^ 八 … 八 dx n 

= dx l 八. ••八 dx j ~ l A 八…八 dx n . 


注 2 假若 （ a ， V a ) 是流形 M 在点 p = a ( t ) 处的一个坐标图卡， 

则 （ r ^ m ， …， Un - d 与 （ npXtOei ，…， o / ⑷ e ^- i ) 在 R n 中同定向， 

其中（^，…，〜^)是 W 1 中的正定向的线性无关向量组. 

注3假若推论 16.3.2 中的 M =沃7,其中 G 是中的 n 维 

流形.由命题 13.4.4 和命题13.4.5,单位法向量 n p 应是相对于 G 的 

单位外法向量. ^ 

证只须证 明：当 M 是定向的 （n - 1) -流形和 a ;= E a ^ p )^ 

i=i 

时，匕 = a ( p ). n p •设叫⑼，…， u ^— dp ) 表示切空间 Tp ( Af ) 的一组 
正定向的正交规范基.记 u ,( p )= t ^ : ( p ) c fc C /= l ，...， n - l )， 其中 

e/c (fc = l ， …， n ) 是 T P ( M ) 所在的 R " 中的标准基，则 


Fu > = u ; p ( ui ( p ),--- ? u n _,( p )) 


^2 Mp)V (亡 4(p) e fc ， …土 4—1 (p)# 

j=l ^A:=l A:=l 



= ^Mp) 史 … t 4(P) … 七如 )”^ ，•••，〜—:)• 

j=l fcl = l A ： n_i = l 


由炉的定义，可见 


(16.3.1) 


炉(％ ，…， e ‘ 

\ 有 i 爹 I 使得 h = k h 

=^ 0, 有 i €{ l ， …， n - l } 使得 & 巧， (16.3.2) 

其他情形， 

其中 ^-( n - V ) 表示重 Kronecker epsilon (它在命题 14.2.6 的证明过程 
中曾出现过). 

给了 nx(n - 1) 的矩阵 
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U = [ui,u 2 ,---,u n _i] = 



(16.3.3) 





将上述 nx(n - 1) 的矩阵 1/ 的第 i 行划去后得到的 n 个 (n-l)x(n-l) 
(方的）矩阵，记做 


C/W = 



u 2 
4一 1 

參 

U 2 



2. = 1， … ， 打. 


(16.3.4) 


按以前的记法（参看定义 16.3.1 )， 这个 f / W 应记做其中 J 表示以 
下的长度为 (n-1) 的数列（ 1 ， …， i — …， n ). 由等式 (16.3.2) 

和 (16.3.4), 

n n 

… H 心 P ) …七 i 2 ( P ) V ( efc " …， ％“) = ( - lpdet £/ w . 

ki=l k n ^i=l 

(16.3.5) 

再由 （ 16.3.1 )， n 

F^=^aj{p){-iy' l det [/ ⑴. (16.3.6) 

i=i 

因 iu ( p )， …， u ^ Jp ) 表示切空间 T P ( M ) 的一组正定向的正交 
规范基，它所张成的 (n-1) 维的立方体的 (n-1) 维体积应为 1 .由命 
题 16.3.2 ， n 

^(det U^) 2 - L 

t=i 

又由行列式展开定理， 

71 

^(-l)^Met U {i) u) =0, j = l, …， n — l. 
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又令 




是 M 上的光滑的 （n - 1)- 形式，且 


^ d 9j A ^ = ^ 


dx ] 八 … 八 dx n 


=_ 

=(div g)^ 1 八…八 dx n . 


由推论 16.3.2 及其注 3, 


div gdV = / du). 

m Jm 


u; = / g • i/dV, 

dM JdM 


(16.4.2) 


(16.4.3) 


其中 i / 是关于 M 的正定向的单位外法向量.由 Stokes 公式: 


dco = uj ， (16.4.3) 和 (16.4.2), 我们得到 
M JdM 


div gdV = / g • udV. 
M JdM 




以下引进的概念在 §8.8 的第 12 题和 §10.9 的第29题中介绍过， 
为了同学们方便，复述 如下： 

定义 16.4.1 设/是 R / 1 的一个开集上的 C 2 类函数 . /作用 
Laplace 算子（英语： Laplacian ) 后的结果 △/ 定义为 

n 护 f 

A / = = div S rad / = ▽•▽/， 

其中表示形式向量 ▽= d ， 和自己的内积 ./ 称 

\dxi dx 2 0x3J 

为在某区域 D 上的调和函数，若在区域 D 上有 △/ = 0. 


§16.5 调和函數 


以下引进的定理 ( Green 恒等式）在 §10.9 的第27题中介绍过， 
为了同学们方便,我们将它复述并给出证明. 

定理 16.4.2 设 A / 是 R " 中的紧的 n - 流形， u 和 t ; 在_ -个包含 
M 的开集上的光滑函数.又设1/是上的单位外法向量场，则 




[(uAw + Vv - Vu)dV, 
Jm 


Ld v t) dV= Jj uAv - vAu)dV ^ 

其中 du/du = Vix - v 称为 zx 的外法向导数. 

证注意到 div(t;Vu) = Vi; - Vtx + 并将散度定理用到向量 

场上，便得第一个公式.将 U 和 t ； 的位置交换后得另一公式，把 
两个公式相减，便得第二个公式. 口 


§16.5 调和函数 


本节中部分内容曾在 §10.9 的 >：) 题中遇到过，为了方便同学,我们 
在这里简单地重复介绍.本节中 M 永远表示 R / 1 中一个紧的 n - 流形, 
因此， M 的内核 D = int A / = M ° 是有界非空开集，而 r = 是 
紧的 （n - 1)- 流形.我们要研究在 D = M 上光滑，且在 Z ； 上调和的 
函数 • 

引理 16.5.1 若 D = M 上光滑的函数 u 在内调和，则 



其中^是 r = 上的单位外法向量场 

证在定理 16.4.2 的第一个 Green 恒等式中让?; = 1便得. □ 
下文中 B ” 永远表示 IT 中的以原点为球心的闭单位球， B 71 的 n 
维体积是（参看 §10.9 第4题的 （ iv )) 


n n = V n (B n ) = m n (B n ) = 



r (( n / 2 ) + l ) 
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S n - 1 表示 R n 中的以原点为球心的单位球面， S n ~ l 的 （ n _ 1) 维体积 
是（参看§10,9第6题中的定义 10.9.4.) 


= Vn-lCS"- 1 ) = mn-^S^ 1 ) = 


nW 2 

r (( n /2「+ l )' 


B 、 p ， r ) 表示 R " 中的以 p 为球心的， r 为半径的闭球， 

表示它的边界. B "(0， r ) 简记做 B -( r ), S n - l (0, r ) 简记做 S "-，). 显 
然， V r n ( B n ( p , r )) = r n fi n , 而 V n ^ i ( S n _1 ( p , r )) = r n _1 a ; n _ i . 

引理 16.5.2 对一切 n € N , a; n -i = nfi n ， 若 u 在一个包含闭球 
B "( r ) 的开集内是调和函数，则 


KSD ) 


/ udV n -i = 


1 

V n (BHr)) 


/ udV n - 


证令 r ( x ) = jx | 2 . 把它代入定理 16.4.2 的第二个 Green 恒 
等式并让 M = B n ( r ), 注意到 △?; = 2 n 和 dv/du = 2 r , 其中 p 是 
S ^ i ( r ) == dB n ( r ) 的单位外法向量，有 



㈦ 


(2 tiu - vAu)dV n , 


考虑到仏= 0和引理16.5.1( 注意： r 2 在 S n - l ( r ) 上是常数)，得到 



udV n . 


让 u = 1和 r = 1代入上式，得到 a ; n .! = nQ n (这在 §10.9 的第6题 
中己用别的方法讨论过)，让上式两端同除于 nK ( B 〃( r )) = nfi n r '引 
理 得证. 口 

下面的定理称为调和函数的平均值定理,它在 §10.9 第29题 （ ii ) 
中介绍过.上的面积元 dV n . x 常记做 da . 

定理 16.5.1 若 zx 是在开集 D 内调和， p £ Z ? 和 r > 0,且 
BYhrKA 则 


乜 ( P ) = 



/ uda = 

JS n - 1 (p,r) 


— / udm. 

^nT 11 JB n (p,r) 
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证不妨设 P = 0. 先考虑 n > 2的情形.令咖)= | x | 2 ~ n . 不难 
证明，对于一切 x # 0,有 Av { x ) = 0.选取 e e (0, r ), 令 = B n ( r ) \ 
int B 71 ⑷，则是 R n 中的 n 维流形，且 8 M e = S n ^ l { r)U S ， 1 ⑷ 
(注 意： S ^( r ) 关于吣的外法向量是背离原点的，而 S - 1 ^) 关于 
M e 的外法向量向着原点的).利用定理 16.4.2 中的第二个 Green 恒等 
式，注 意到： u 和在 M e 内皆调和，我们得到 


/H 。 

根据引理16.5.1，在0 < i < r 时，有 



又因在和 S ^( e ) 上分别为两个常数，故 


du . ^ 

v—acT = 0. 
dM e du 


在 S n - l { r ) 上的外法向量是 p = x /| x |; 在 S 71 - 1 ⑷上的外法向量是 
iy = - x /| x |. 所以，在 S ^ Hr ) 上 dv/du = (2 - n ) r ^ n , 而在 S 7 ^ 1 ⑷ 
上 dv/du = -(2 - n ) e l ^ n . 因而，对于任何 e e (0， r ), 有 



换言之，对于任何 e € (0, r )， 




uda 



但 



-广 1 


彡 sup | u ( x ) 一 tx (0)|， 

|x|^e 


(u — u (0 ))da 


注意到 u 在 0 点处连续，有 


lim - 

e — 0 (^一^一 



uda = u (0). 
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这样我们得到了定理的第一个等式.第二个等式由引理 16.5.2 得到. 
这样，当 n > 2时的定理得证 . n = 2时让 t ; = ln | x |, 通过完全同样的 
推演，便可获得定理的证明（请同学补出证明的细节). □ 

作为调和函数的平均值定理的推论，我们介绍下面的调和函数的 

极值 原理： 

定理 16.5.2 若 u 是在连通开集 Z ? 上的调和函数，且 u 在某点 
peD 达到极大值或极小值，则 u 在 D 内是个常数. 

证不妨设 u 在点 P GD 达到极小值（不然，把 u 换成 - W ， 且 
^( p ) = 0( 不然，把 w 换成 u - w ( p )). 令 K = {q e D : w ( q ) = 0}，因 
u 连续， K 在 D 中（相对）闭.又若 q e K ， 选5 > 0充分小，使得 
B "( q ,5 )C A 根据调和函数的平均值定理 ，有 

/ udm = n ( q ) = 0. 

但在 B n ( q ,(5) 内 O 0,故我们有，在 B n ( q ,5) 内以= ( U . e .( m ). 因 u 
连续 ， {t € B -( q ,(5): u ( t )>0} 是开集，若它非空集，它的 Lebesgue M 
度必为正数，故 {t e B n ( q , S ) : u { t ) 〉 0} = 0. 换言之， B n ( q , S ) C V . 
故 K 在 I ；中既开又闭.因 D 连通，而 K 非空，所以 V = D . □ 
调和函数的平均值定理的另一个重要的推论是下面的 Liouville 
定理： 

定理 16.5.3 若 u 是在 R n 上有界的调和函数，则 u 在内 
是个常数. 

证设 p e R ' 对于任何 r 〉0,由平均值定理，我们有 


|u(p) - tz(0)| = 


1 




^ur n 

1 

^nr n 

1 


udm — udm 


udm - I udm 

Bn(p,r)\B-(0,r) ^ (0,r)\B-(p.r) 


2 CA ( r ), 


其中 C = sup 卜 ( x )|， 而 A ( r ) = 7 n ( B "( P ，7*)\ B "(0， r )) = m ( B ，0， r )\ 
xGR n 

B n (p ， r)). 对于任何 r > p = jp|, 有 B n (0 ， r) D B n (p，r 一 /?)， 故 
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A(r) ^ m{B n (r)) - m(B n (r - p)) = fl n (r n 一 （r 一 p) n ). 因此，对于任 
何 r 〉 |p|， 

HP ) - ^(0)( ^ 2C- n ~ ( ^- p)n =2C[1 一 （1 - (p/rD]. 

当 7, — 00 时， 2C[1 - （1 - (p / 十 )] — 0. 所以，对于任何 P e R 71 ， 有 
u(p) = u(0). □ 

注这个 Liouville 定理和复分析中的 Liouville 定理(推论 12.3.3) 
十分相像.和 M 分析中一样（参看推论 12.3.4), 由这里的 Liouville 定理 
也可以得到代 数基本 定理的 证明： 若多项式 p(z) 在 M 平面上无零点, 
则 l/p(z) 的实部与虚部在平面上是两个有界的 （二 元）调和函数.因 
而，它们都是常数.故 p( 2 ) 在复平面上是常数，即，零次多项式. 

下面的引理给出 M 上的光滑函数是调和函数的一个充分必要 
条件. 

引理 16.5.3 若 u 是在 n 维紧流形 M 上的光滑函数，则 u 是 
调和的，当且仅当对于任何在 r = 上恒等于零的 M 上的光滑函 

数％必有 

I Vu - S7vdV = f Vu - Vvdm — 0, 

Jm J d 

其中 D 是 n 维流形 M 的内核. 

证 设 u 是调和函数,而 〃是在 r 上恒等于零的光滑函数.由定 
理 16.4.2 的第一个 Green 恒等式 

J v^dV n ^.i = J (vAu + Vi; - SJ\L)dV n , 


我们得到 



Vv - VudV n = 0. 


反之，假设上式对于任何在 r 上恒等于零的 m 上的光滑函数〃都成 
立，则由第一个 Green 恒等式，对于任何在 r 上恒等于零的 M 上的光 
滑函数 u ， 



vAudV n = 0. 
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若 Au 在 £) 的某点处非零.不妨设 Atx 在 D 的某点处取正值，则它 
在 D 的一个开球子集4上恒大于零.由引理8.6.3,有一个光滑函数 
V ， 它在4上恒大于零，而4外恒等于零，这就使得 

vAudm > 0. 

D 

这个矛盾证明 了：在 D 上处处 △!! = 0. □ 

最后我们要利用这个引理来介绍所谓的 Dirichlet 原理. 

定理 16.5.4 设/是 r = 上的光滑函数，记7为 n 维紧流 

形 m 上所有的在 r 上等于/的光滑函数的集合.若 t / e 厂则^在 
D = int ( M ) 上是调和的，当且仅当 u 是函数类7中使得 Dirichlet 

积分/ | Vii | 2 dm 达到最小值的 函数： 

JM 


^veJ 7 


f f | Vu| 2 dm ^ f \ Vv\ 2 dr 

\Jm Jm 


证设％ t ; e 厂则 w r - u 在 r 上恒等于零.我们有 

\ Vv \ 2 dm = I |V(u + w )\ 2 dm = j (|Vu| 2 -f !Vii ； | 2 +2Vii - Vw ) dm . 
m Jm Jm 

由引理 16.5.3, 若 u 调和，则右端最后一项消失，故对于任何 t; e 7，有 

[\ Vv\ 2 dm ^ f \ SJu \ 2 dm . 

Jm Jm 

反之，假设以上不等式成立，则对于任何在 r 上恒等于零的光滑的叫 
函数 

F ( t ) — / |V(tx + tw)\ 2 dm 
Jm 

在《 = o 时达到极小，故对于任何在 r 上恒等于零的光滑的叫有 




d 


—J (| Vt /| 2 + t 2 \ S 7 w \ 2 4- 2 tVu - S / w)di 


2 j Vu • Vwdm = 0, 

M 


其中最后一个等号是由 §10.9 第34题的 （ ii ) 保证的.由引理16.5.3, u 
在 D 上调和. 口 
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注1证明的后半段事实上就是变分法中的 Euler-Lagrangc 方程 
的证明.参看例 8.9.10 和例 8.9.11. 

注2在 D 上调和的函数 uef 被称为满足边条件为/的下述 
Laplace 方程的 Dirichlet 问题的解： 

J Au = 0, 

\ u\r = /• 

这是偏微分方程理论中研究的最透彻的偏微分方程边值问题之一.它 
也是在物理，力学和工程技术上有着广泛应用的偏微分方程边值问题. 

注3定理 16.5.4 将 Laplace 方程的 Dirichlet 边值问题化成了一 
个变分问题. Ricmann 在他的学位论文中利用了 Dirichlef 的结果并展 
开了将函数论、几何与物理等联系在一起的十分精彩的讨论，许多数学 
家跟随 Riemann 的工作而 工作. 不久, Weierstrass 指出： Ricmann 的工 
作是建立在变分问题有解的假设上的，而变分问题解的存在性是需要 
证明的，且这个证明并不容易得到.据 Riemann 说,他的老师 Dirichlet 
在课上说过，他己经获得了一个证明，但由于证明太长不便在课上介 
绍了. 一时给不出证明的 Ricmann 在四十岁时因肺结核过早地逝世， 
犹如一颗彗星刚刚耀眼地照亮了夜空便消逝得无影无踪了.数十年后， 
Riemann 的学生 David Hilbert 才完成了这个变分问题解存在性的证 
明.这个证明已包含了后来称为 Hilbert 空间方法的 萌芽. 虽然我们在 
第10章中曾轻微地触及 Hilbert 空间的概念，但总的来说，它已不属 
于数学分析而是属于泛函分析及其应用的范畴了 • 


§16.6 习 题 


1 . (i) 设7 : [a,6] — M 是一光滑映射，其中 M 是一个流形，且 7(岣 = 
P, 1 ( b ) = q (7 常称为 M 上的光滑曲线).若 M 上的 1- 形式 a; = C 其中/是 


M 上的光滑函数， 试证: 



= /( q ) - /( P ). 


(ii) 设 7 : k 6 ] — M 是 M 上的光滑曲线， o; 是 M 上的 1- 形式， p : 
[ai,6i] —► [a,6] 是光滑映射，且 g ( ai ) = a , g ( bi ) = b . 试证： 






f u; A d” = (-1) 1 - 1 f du) At). 

Jm J m 

6 . 设 t/ = R n \ {0} 和 S = S ^ 1 是 R n 中的单位球面. 

(1) 试证:若 M Q ^ iU ) 是恰当的，则 J ^ u ; = 0; 

(2) 试构造一个闭的 or € Q n - l ( U ) } 使得 j uj _ Q . 

7. 设 M 是例 13.1.6 中描述的 Mdbius 带，令 

xdy - ydx 
w 一 x 2 + y 2 

易见， u; 是在一个包含 Af 的 R 3 中的开集上光滑的 1- 形式. 试证： do; = 0,且 

[lo = 47T. 这与 Stokes 公式是否矛盾？ 

JdM 

8. 试计算例 13.1.5 中的环面的面积. 

9. 设 M 是 R" 中的 n 维的紧流形 .A/ 是有界开集 D 的闭包，且 r = 

是 R n 中的一个紧的超曲面，试计算/ X I/. 


10. 试寻求一个 R 2 中的面积为 tt 的紧2-流形 M ， 使得以下积分达到最 


大值: 


y 3 dx + (3 x - x 3 )dy. 


11. 试寻求所有的具有以下形式的 R n \ {0} 上的调和 函数: 


/( x ) = <?( W ), 

其中 g 是 （0, oo ) 上的光滑函数. 

12.设 t / 是 R 2 上的具有紧支集的光滑函数， 试证： 对于一切 x € R 2 , 有 



Au(y) In |x - y\dm(y). 


(提 示： 对于 2 -维紧流形 M = {y : |y _ x | 彡 /?} 作用 Green 公式，其 

中丑充分大 ， J > 0,并让5 — 0.) 

13.设 3 是 R 2 上的具有紧支集的光滑函数，令 

tx ( x ) ^ J R2 9(y) In |x _ y | dm ( y ). 

(i) 证明： u 在 R 2 上光滑. 

(提示 ：利用 Lebesgue 控制收敛定理证明积分号下求导合理 .） 

(ii) 证明：= g. 
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14. 设 W 是 R n 上的具有紧支集的光滑函数， n ^ 3. 试证：对于一切 

x € R n ，有 . A / 、 

uix)=cn Lw^ dm{y ^ 

其中 Cn = -l/[(n - 2)a; n ^i] = -r((n - 2)/2) /[4( 兀广 / 2 】. 

(提示：对于 n 维紧流形 M = {y : 5 < |y - x | ^ 作用 Green 公式，其 
中充分大, 5 > 0,并让 J — 0.) 

15. 设 g 是 R n 上的具有紧支集的光滑函数， n > 3,令 


U(x) = Cn 


g ( y ) 

x - y 卜 


二 ？ dm ( y ), 


其中 Cn 是14题中的的常数. 

( i ) 证明：在 R n 上光滑.（提示：利用 Lebesgue 控制收敛定理证明积分 
号下求导合理 

( ii ) 证明 ： Ati = 5 . 

16. 假若 R 3 中流动的流体 f 时刻在点 x 处的密度是 p ( x ， t ), 在时刻 * 点 
X 处的流速是 v ( x , t ). 设 K 是 R 3 中任意一个固定的开区域 ， S 是 R 3 
中的一个固定的封闭曲面， V 中流体质量的变化率是 


|/ p ( x ,<) m ( dx )= / | m ( dx ) 


在单位时间内通过 S = dV 流出的流体质 ft 应为 

J p ( x , t)v . i/da, 

其中如表示 S 的面积微元，1/表示 S 的单位外法向量，则质量守恒定律的数 
学表达式是 

乂 餐(乂，*)爪(如)+ 乂 〆 x ， t ) v ( x ， t ) • 油= 0. 

试证： 以下所谓的连续性方程成立 

^ ( x , t ) + div ( p ( x , t ) v ( x , t )) = 0. 

注电荷守恒定律也有类似的连续性方程. 

17. ⑴设 A 和 S 是 R n 中的开集，3和 B 是紧的，且和是 ( n - 1) 
维流形.又设 g : 1 — R / 1 是光滑映射，且 g 在&4上的限制 g | a>4 : dA^dB 
是保定向的微分同胚.若/ : IT — R 是光滑而可积的， 试证： 

/ / = /(/ og ) detg ’. 




提不：设 a; = fdx\Adx2 八 … 八 dx n ， 则有 （n _ 1 )- 形式 77, 使得 u; = 向 . 


V 

由 Stokes 公式和回拉的性质，可证 


f f= f f g». 

B JdB J A 


(ii) A, ^ g 如 （ i) 中所述，而 / : R n — R 是可积的，则⑴的结论依然 


成立 . 

18. 设 [/ = R 2 \ {0}，考虑 Q l ( U ) 中的两个 元素： 

xdx + ydy xdy — ydx 

; ” = 7+ y 2 • 

试证： a ; 和 T7 皆闭， a ; 恰当，但 r / 不恰当. 试问： 这与 Poincare 引理矛盾否? 

19. 在 R 3 \ {0} 上给了微分 形式： 

— x l dx 2 A dx 3 + x 2 dx 3 A dx l + x 3 dx l A dx 2 

ax l j 2 + (x^y + (x 3 ) 2 ) 3 / 2 • 

(1) 问： 在 R 3 \ {0} 上 rfo ; =? 又问： 在 R 3 \ {0} 上 o ; 闭否？ 

(2) 映射 f : [0, 00 ) x [0, 2 tt ) x [- tt /2, tt /2] — R 3 定义 如下: 


f(r,0,0) = (rcosdco80, rsin 6 cos cf> y rsin (f>). 

问：在 [0,oo) x [0,2 tt) x [ 一 7r/2,7r/2] 上， fa; =? 

(3) 问： / a; =? 其中 S 2 (0，r) 表示 R 3 中以原点为球心， r 为半径的 

^32(0,0 

二维球面（以外法向量为正定 向 ). 又问： U ； 在 R 3 \ {0} 上恰当否？ 

⑷设 M 是 R 3 中的紧的3•流形（标准定向)，且0 € intM， 问： / a; =? 

JQM 

(5) 设 A/ 是 R 3 中的紧的 3 •流形（标准定向)，且0 e M" 7 ，问： 

⑹设 

—(x 1 - a l ) dx 2 A dx 3 + ( x 2 - a 2 ) dx 3 A dx 1 + (x 3 - a 3 ) dx l A dx 2 

—— — 1 ■ mm mi ■— 1 1 ■ 

((x 1 - a 1 ) 2 + (x 2 — a 2 ) 2 + (x 3 - a 3 ) 2 ) 3/2 ’ 

又设 M 是！ l 3 中的紧的 3 -流形（标准定向)，且 a e intAf， 问：/ o; a =? 

JdM 

(7) 设 A/ 是 R 3 中的紧的3■流形（标准定向),且 a e 问： / o; a =? 

⑻设 州 




欧氏空间中的流形上的积分 


n = ^ 2 e j u t , j + 勺〜 

i=i j=n 十 1 

又设 Af 是 R 3 中的紧的^流形（标准定向)，且 Vj 彡 n ( a ,- G intAf ), M 
Vj > n ( a ) e M c ) ，问:/ T ) =? 

注本题揭示了静电学的 Coulomb 定律及 Gauss 定律之间的逻辑关系. 
20.设4和 S 是 R n 中的两个开集，它们的闭包是紧流形.又设 g :灭 — 
R n ，而 g|M : dA -^ dB 是保定向的微分同胚（ X 和 B 上有 R n 中的标准定 
向，似和上有诱导定向)，/ : R n ^ R 是光滑且可积的. 

⑴试证：以下的 n - 形式是 闭的： 

u) = fdx 1 A dx 2 八…八 dx n . 

( ii ) 试证：⑴中的 n - 形式是恰当 的：有 （n — 1)- 形式 17 , 使得 a ; = d ”. 

( iii ) 试证： 

[fdm= f t). 


( iv ) 试证: 


( v ) 试证: 


( vi ) 试证: 


/ / 

JdB J A 

J = J (/ 0 g ) detg ' 


fdm = / (/ o g)det gdm . 


注以上换元公式是在 / 光滑且可积的条件下证得的，但由此，立即可得 
到/可积的条件下的换元公式. 

(vii) 试证： g(l) D B. 

( 提示： 考虑积分 / dm.) 

\ Jb\ g® / 

( viii ) 试证：不存在光滑映射 g :頁 — 如，使得 g| 0i4 = iddA - 
( ix ) 试证 Brouwer 不动点定理：光滑映射 g : B n — B n 必有不动点，其 
中 B " 表示 R n 中的以原点为球心的单位闭球. 

(关于 ( vii ), ( viii ) 和 （ ix ) 的提示：请参看 §10.9 第35题的 ( viii ), ( ix ) fP 

W.) 
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*§16.7 补充教材 一 ： Maxwell 电磁理论初步介绍 


本节将重温物理教科书上刻画电磁现象基本规律的 Maxwell 方程组的发现 
过程.为了使同学能与物理教科书的内容相衔接，在本节中先用经典向量分析的 
语言来表述.在补充了一些重线性代数的概念后，再用微分形式的语言漂亮地阐 
明 Maxwell 的电磁理论. 

到了 17 和 18 世纪，人们己经认识到电荷分为 两类： 正电荷与负电荷.同类 
电荷相斥，异类电荷相吸.实验告诉我们，同类电荷相斥力的大小与它们之间的 
距离的平方成反比，它的方向应是沿着连接两电荷的联线的排斥 方向； 异类电荷 
相吸力的大小与它们之间的距离的平方也成反比，.它的方向则是沿着连接两电荷 
的联线的相吸方向.这就是静电学中的 Coulomb 定律•在 Charles Augustin 
Coulomb (1736-1806) 之前， Jean Bernoulli 的儿子 Daniel Bernoulli 
(170CM782) 和 Henry Cavendish (1731-1810) 也研究过类似的问题. 

假若一个点电荷 e 置于坐标原点，则在适当选取单位后，所产生的静电场， 
即一个定义在 R 3 上的向量值函数，它在某点处的值等于置于该点处的单位电 
荷所受的由点电荷 e 产生的力，可以写成 


(x? + xi + x\y / 2 

X 

物理学家常把这个公式写成 

E = 一▽沴 = —grad ( f >, 


(16.7.1) 


(16.7.2) 


其中 


4 > = 


y/x\+xl + x\' 


(16.7.3) 


少称为点电荷的静电位（势) . 

假若一个点电荷 e ( y u y 2 i y 3 ) 置于点 ( yi , y2 , y 3 ), 则它产生的静电场是 


E(a ： i ， X2 ， X3) = 


e(yi ， y2 ， i/3) 


((xi - yi) 2 + ( x 2 - V 2) 2 + ( x 3 - 2/3) 2 ) 


3/2 


-VI 


一 J /3 


(16.7.4) 

假若以电荷密度为 P ( yi , y 2, y 3) 的电荷分布于三维欧氏空间 R 3 . 为了数学 
上的方便（也与大多数实际情况相符合)，不妨假设 p ( yi , y2 , y 3 ) 是一个具有紧 
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支集的光滑函数.由于电荷场产生的电场满足鲁加原理，这个连续分布的电荷场 
产生的电场应是 


E(a ： l,X2,X3) 


L 


p ( yuV 2, y 3) 


((xi - t/l) 2 + (x 2 - J/ 2 ) 2 + (x 3 - ys) 2 ) 3/2 


Xi -2/1 
X2 - J/2 
X 3- V 3 


dy\dy2dyz. 


(16.7.5) 

同样，静电位对电荷依赖也满足曼加原理，故连续分布的电荷场产生的静电位 


(势)应是 

<t>{xuX 2 ,Xz) = f J- - p(vii2/2,y3^ - ——dy!dj/2dl/3. 

7r3 ((Xi - yi) 2 + (X 2 - Jto) 2 + [X3 - y 3 )2)l/2 

(16.7.6) 

根据 §16.6 第 15 题的结果，我们有 

△ 少 (xi ， x 2 ， a ； 3) = -47rp(xi,x 2 ,x 3 ). • (16.7.7) 


因为 

△ 0 (X 1 ， X2, X 3 ) = ▽ • (▽ 炎 )(X1 ， X2, x 3 ) = • E(xi,x 2 ,x 3 ) = 一 div E(X1, X2, X 3 )， 

(16.7.8) 

综合方程 （16.7.7) 和 （16.7.8), 我们得到关于电场的 Gauss 定律，它是我们得 
到的电磁场必须遵守的第一个 定律： 

divE = i - V • E = p . (16.7.9) 

47T 47T 

由 Gauss 散度定理（定理 16.4.1), 方程 （16.7.9) 的一个等价的表述 是：对 
于任何区域 M C R 3 , 有 

/ E - uda = I pdV . (16.7.10) 

4?r JdM Jm 

这个方程称为 Gauss 定律的积分形式. 

1820年7月 ， Hans Christian Oersted 宣布,当一个电流在一根磁针附近 

通过时，电流会使磁针转动.这告诉我们电现象与磁现象是有某种联系的.这一 

消息迅速传遍欧洲.不久 , Dominique Francois Jean Arago 和 Humphry 

Davy 宣布，当电流通过缠绕在一根软铁棒上的线圈时，软铁棒会被磁化.很 

快 ， Jean Baptiste Biot 和 F^lix Savart 宣布，一个恒稳电流通过一根直线 

形的导线时，所产生的磁场的磁力线是在垂直于导线的平面上、圆心在导线与 

平面交点处的一族圆周，它的强度与该圆周的半径成反比,这个结果称为 Biot - 
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Savart 定律.1820年9月，在 Oersted 宣布他的发现两个月后， Andre Marie 
Ampere 在法兰西科学院所作的一系列讲演中，分析并阐述了稳恒电流和由稳 
恒电流产生的磁场之间的数学关系， Ampere 所说的稳恒电流是指每一点处的电 
流密度都与时间无关的电流.下面的表述虽和 Amp ^ e 最初的表述形式并不一 
样，但它阐明了稳恒电流与它所产生的磁场的基本关系.假若在 y 处通过的电 
流是 J = (^ i , J2 , ^3) = gv = ( qvi J qv 2) qv3 ) ( q 表示电荷， v 表示电荷运动的速 
度)，则这个电流产生的磁场在 x 处的值是 

B(x)= kT^| 3 J x(x - y) 

■ 

J 2( y )( X 3 - 1/3) - J 3( y )( a ：2 - 1/2) 

^3( y )( xi - yi )- Ji ( y )( x 3 ~ i / 3 ) , (16.7.11) 

山 (y)(a：2 -1/2) - J2(y)(xi - j/i) 

• 

其中 X = (xi,a ：2 ,X 3 ), y = ( 1 / 1，2 / 2， !/ 3 ), 而 a 是一个正的常数. 

假若有分布于整个空间的稳恒电流，电流分布密度是 

j(y) = (ji(y),j’2(y) ， j3(y ))， 

由于稳恒电流产生磁场也满足叠加原理，这个分布于整个空间的稳恒电流所产 
生的磁场应是 

B ( x ) = / ; Q vl 3 J ( y ) x ( x 一 y ) m ( rf y ) 

Jr 3 l x - y | 

J2{y){x3 - y3) — J3(y)(x 2 - y 2 ) 

J3 ( y)(xi - yi ) — ji ( y )( x 3 _ 1/3) m ( dy ). (16.7.12) 
ji ( y)(®2 - j / 2 ) — ） 2 ( y)(xi — yi ) 

« 

假若有分布于 a : 3 轴上稳恒电流，它的分布（线）密度是 i ( x 3 ) = (0,0， i )， 按 
稳恒电流产生磁场的叠加原理，它所产生的磁场是 

B{x) = iaR Ilwfk^ = 2 ^ 

这里= y/xl + xl . 这恰与 Biot - Savart 所宣布的实验结果吻合. 

由公式（16.7.12)，易得以下的 B ( x ) 表 示式： 

B ( x ) = a curl J ^ j (:^ m ( dy ). (16.7.13) 

由于三维空间中任何向量场的旋度的散度必等于零（这可通过直接计算或通过 
§15.3 中外微分算子与经典场论中三个微分算子之间的对应关系及 d 2 = 0得到， 
请同学补出证明的细节)，我们得到关于电磁场必须遵守的第二个 定律： 
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div B = 0. 


(16.7.14) 


由定理 16.4, l ( Gaus 8 散度定理）可得到上述定律的等价的 表述： 对于任何幵区 
域 GCR 3 , 有 

I I div B m ( dx ) = 0. (16.7.15) 

Jdo Jo 

这就是物理书上说的“磁场无源定律”(即，磁力线或从无穷远来到无穷远去，或 
是封闭曲线）的数学表述，它是我们得到的磁场无源定律的积分形式. 

由公式 (16.7.13), 我们还可得到 B ( x ) 满足的以下 方程： 

_ … -i f j(y)— ，丄 •、 


curl B ( x ) =a curl curl j — ^ m ( dy ) 
=a (grad div — A ) / - 

Jus |x - yI 

=a g^/ R3 j(y). — (i^ 


-( dy ) 


m ( dy ) 


(16.7.16) 


应该指出，上式中的微分算子 curl ， grad , div , A 都是关于自变量 x 的微分算 
子.下文中关于 y 的微分算子将在右下角注明 y . 我们有 

一(六) = -批(六). 

公式 (15.7.16) 右端方括弧中的第一项应为 


grad 人 3 j ( y ) • grad ( j m ( dy ) 


-grad ^ j ( y ) 




m ( dy ) 


grad J ^ 3 (div y j(y)) |x -j ； ^m(dy) 


(16.7.17) 


在最后一步推演中用了分部积分公式及在 | y | — oc 时趋于零而电流 

l x - y | 

密度 j ( y ) 有界的事实.又由 §16.6 的14題，公式 (16.7.16) 右端方括弧中的第 
二项应为 

—/t 3 j( y ) A ( | x 士 y | ) m ( d y) = 4?r j( x ) - (16.7.18) 


时趋于零而电流 
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把（16.7.16)， （16.7.17) 和 (16.7.18) 结合起来，得到 


curl B ( x ) = 


g 1 *^ (divyj(y)) 爪 ( 办 ）+ 47rj(x) 


(16.7.19) 


§16.6 第 16 题的注所述的连续性方程（它的物理涵义是电荷守恒）是 

|^( x ，0 + div ( p ( x ，0 v ( x ，0)=0. (16.7.20) 

当电流稳恒时， ^( x ,«) = 0, 我们得到以下关于稳恒电流的连续性方程 .• 


div j = div ( p ( x ，《) v ( x ， f )) = 0. 


(16.7.20) 


把它代入公式（16.7.19)，稳恒电流产生的磁场应满足方程 


curl B ( x ) = q 47 rj ( x ). 


(16.7.21) 


方程 （16.7.21) 称为 Ampere 定律,它是我们得到的电磁现象的第三个定律. 
设5是一个曲面，则由方程 (16.7.21) 得到 


J curl B ( x ). 1 / da = 4 a 7 r 


j(x) 


根据经典的 Stokes 公式（参看 §16.6 的第3题)，我们得到以下的 Ampere 定律 
的积分 形式： 

j B ( x ) • dA = 4 a 7 r f j ( x ) - v da . (16.7.22) 

Jds Js 

1820 年 Oersted 发现了电流产生磁场后，英国物理学家 Michael Fara - 


day 试图研究磁场的变化会不会产生电场.从〗822年开始，作了大量实验，经 


历了许多失败， Faraday 在1831年终于取得了重大突破.他发现了： （1) 当磁铁 
与线圈发生相对运动时，线圈中出现了电流 .（2) 当一个线圈中的电流发生变化 
时，附近的其他线圈中出现了电流.线圈中出现电流表明线圈处于一个由磁场的 
变化而产生的电场中. Faraday 发现的现象被称为 Faraday 电磁感应 . Faraday 
还总结出了电磁感应的数学刻画. 


设5是 R 3 中的一个曲面，是它的边界， 1 / = x /( x ) 是曲面 S 在点 x € S 
处的单位法向量.又设 B = B ( x ，《) 是在包含 S 的一个区域中的磁场，这个磁 
场在 S 上的磁通量定义为 


F(t) = / B(x ， t). i/(x)da. 


(16.7.23) 




354 第 16 章欧氏空间中的流形上的积分 


以 E = E ( x , t ) 表示由磁场的变化而产生的电场，这个电场在上的电动势定 
义为 

E ( t )= f E ( x , t ) d \. (16.7.24) 

JdS 

Faraday 通过对实验数据的分析，总结出的电磁感应规律的数学表述是 

dF 

E = — a - r — , (16.7.25) 

iXL 

其中 a 恰是公式 (16.7.11) 中的常数，换言之， Ampere 定律中的常数.方程 
(16.7.25) 称为 Faraday 电磁感应定律.这是我们得到的电磁场必须遵守的第 
四个定律.把 （16.7.23) 和 (16.7.24) 代入（16.7.25)，得到 Faraday 电磁感应定 
律的积分 形式： 

E ( x , f)dA = - a — [ B ( x , i ) - i /( x ) dcr . (16.7.26) 

似 Js 

利用经典的 Stokes 公式，我们有 

dB 


as 


curlE ( x ， f ) • i /( x)da = 


dt 


( x , t ) - t /( x ) da . 


由 S 的任意性，得到 


dB 


curlE ( x , t ) = -Q — ( x , t ). 

这是 Faraday 电磁感应定律的微分形式. 

我们得到的关于电磁现象四条规律的微分形 式是: 
Coulomb 定律： 

— divE = — V • E = p . 

47T An 

磁场无源（或称无自由磁 荷)： 


(16.7.27) 


(16.7.28) 


(16.7.9)， 


div B = 0. 


(16.7.14)' 


Ampere 定律： 

curl B ( x ) = q 47 rj ( x ). (16.7.21)’ 

Faraday 感应定律： 

curlE ( x , t ) = - a —( x , t ). (16.7.28)’ 

1865 年， James Clerk Maxwell 注意到，这四个方程中，除了 Faraday 
感应定律外，都是根据不随时间变化（稳恒）的场中实验数据总结得到的.用以 
上形式的四个方程去刻画随时间变化的场是不妥的.事实上，由 Amp ^ e 定律 
立即得到以下方程 
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div j(x) = 0 ， 

而这个方程只适用于稳恒电流. Maxwell 大胆地引进了位移电流的概念.他把 

电场变化率的+倍 &.( x ) 称为位移电流. Maxwell 并 认为： 随时间变化 

的电流产生磁场时，位移电流也和电流一样产生磁场，换言之，对于随时间变化 
的电流产生磁场来说， Ampere 定律应修改成如 T 形式： 

curl B(x) = a 47rj(x) + a—(x). (16.7.21)’’ 

它的积分形式是 

J B(x) ■ dX = a j (47rj(x) + 菩 (x)) . i/d<r_ (16.7.22)’ 

Maxwell 的另一个重要的假设是，在真空中，常数 o = 1/c, 其中 c 是真空 
中的光速，并认为光的传播即真空中电磁波的传播.只要适当调节时间和长度的 
单位，我们可以假设 c == 1，即 a = 1•这样 Maxwell 得到了完全刻画电磁场变 
化规律的四条定律，它 们是： 


Coulomb 定律: 


1 • 1 

— divE = — V • E = p , 

47 r 4 n 

(16.7.29) 

磁场无源（或称无自由磁 荷)： 


div B = 0. 

(16.7.30) 

引进位移电流后推广了的 Ampere 定律： 


curl B ( x ^) = 47 rj ( x , f ) + —( x y t ). 

(16.7.31) 

Faraday 感应定律： 


curl E ( x ， t ) = -棠 ( x ， t ). 

(16.7.32) 


方程 (16.7.29), (16.7.30), (16.7.31) 和 （16.7.32) 构成（刻画电磁场变化的 
基本规律的） Maxwell 方程组.由于 （16.7.31) 和 （16 J .32) 是向量方程，故 
Maxwell 方程组是由八个偏微分方程组成的. 

*§ 16 . 8 补充教 材二： Hodge 星算子 * 

为了将电磁理论用微分形式的语言简洁地表述出来，我们需要引进 Hodge 
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星算子 * 这个概念. 

定义 16.8.1 设 V 是个有限维（实）线性空间， V 上的一个非退化且对称 
的双线性函数〈•,•〉称为标量积，换言之,标量积是个映射 

V xV ^ ( x ， y ) h ( x , y > 6 R , 


它具有以下 性质： 

(i) Vx，yG V (〈 x ， y 〉=〈 y ， x 》) ； 

( ii ) VA,/i € RVx , y,z € V (〈Ax + py ， z 〉= A 〈 x ， z 〉+ / x 〈 y ， z 〉)； 

(iii) Vx 6 V((Vy e K (〈 x , y 〉= 0)) x = 0). 

注本讲义把非退化且对称的双线性函数称为标量积.在线性代数中，通 
常说的标量积是指正定的双线性函数.我们之所以允许标量积可以是非正定的 
是因为电磁理论（以及狭义相对论）需要考虑非正定的（但非退化而对称的）双 
线性函数.本讲义把正定的标量积称为内积（或点乘).为了区别于内积的记号 
(v), 一般的标量积用记号〈•，•〉表示. 

例如， R n 上以下的 Euclid 标量 积是正 定的： 设 x = ( xi ,---, x n ),y = 

(^ y ) = ^ Xjyj . 

当然它是非退化且对称的. 

又如，如下的 Minkowski 空间 R 4 上的 Lorentz 标量积是非正定的，但 
却是对称且非退 化的: 设 Vi = ( tl , Xl , J / i , Zl ), V 2 = («2, X 2， J /2,22) € R 4 ， 

( Vi , V2 > = tit '2 - XlX 2 - yxV 2 - ZlZ2 . 

这个 Lorentz 标量积在电磁理论和狭义相对论中扮演着重要的角色. 

以上两个标量积是我们感兴趣的标暈积的主要的模型. 

若线性空间 V 上给了一个标量积，则它将在对偶空间铲上诱导出一个标 
量积.事实上， K 上的标量积将按以下方式诱导出一个映射 L : V ^ V , 

Vv , w e V ( jL ( v )( w ) =〈 V ， w 〉)， 

其中 L ( v ) e v f . 作为线性代数的一个初等的习题，同学们可以 证明： 标量积的 
非退化性保证了 L 的可逆性.现在我们可以用 F 式定义 V ' 上由 V 上的标量积 
诱导出的标 量积： 


Va^G /( 〈。秦 = (L^a,L^0)v). 
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若线性空间 V 上给了一个正定的标量积，是 V 相对于这个正 
定的标量积的一组正交规范基，而是它的对偶基，不难检验 

L ( ei ) = e l , i = l ，..-， n . . 

故俾^…，以^是一组 II •:交规范基 • 

若线性空间 V 上给了一个非退化（但不一定正定）的标量积， { e ,,..., e n } 
是 K 相对于这个标景积的一组正交基，且 ( e „ e t ) = ± l , 则它的对偶基 { e 1 ,-.., 
是 W 中的正交基，且 


(e\e) v * = (ei,e*)v. 


Euclid 空间 IT 上的1•形式 dx 1 ， …， cte n 构成 ( R ri Y 的一组正交规范基， 

且有 

= 若 i=J .， 

0,若 

设 = A x dx + A v dy + A t dz 和 r = B x dx + B y dy + 队心是 R 3 上的两个 

1- 形式，则 • 

〈 0> ， T 〉 = A X H X + AyBy + A Z R Z . 

四维 Minkowski 空间 R 4 上的 1- 形式 dt ， dx ， dy，dz 构成 （ R 4 )' 的一组正 
交基，且不难看出， 


( dt } dt ) = 1, ( dx , dx ) = ( dy , dy ) = ( dz , dz ) = —1. 


设 a ; = Atdt + A x dx + A y dy 4 - A z dz 和 t = Btdt + B x dx + B v dy + /? z d2 是 
Minkowski 空间 R 4 上的两个 1- 形式，则 


( a ;, r ) = A t B t - A X R X — A y B y - A Z B Z . 


我们 d 经有了 1- 形式之间的标量积，下面我们要引进 b 形式之间的标 量积: 
定义 16.8.2 在上的标量积用以下公式 定义： 


( a 1 A • • • A cx k ,^ y l 八… A7 fc ) = det 


w 〉 


w 〉 


參 《 • 




(w 〉 


.(16.8.1) 


我们知道， A k ( V f ) 中的任何元素均可表示成 fc 个 1- 形式的外积的线性组 
合.因此，利用上式及标量积的双线性性质，我们便可得到 A k ( V f ) 中的任何两个 
元素的标量积.但是 A k ( r ) 中的元素表示成 A : 个 1- 形式的外积的线性组合的 
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表达方式可以有很多种.因此，我们必须 证明： 用以上公式给出的值不依赖于表 
达方式的选择.本讲义不想去讨论这个结论的证明了.假若引进 Clifford 代数， 
并通过它来定义 A k ( V f ), 这是很容易做到的.有兴趣的读者可以参看文献 [3]. 
我们用公式 (16.8.1) 考虑如下 2 •形式的标 量积： 

(a; 1 Ao; 2 ^ 1 Ar 2 ) = (a; 1 , r 1 )(a; 2 , r 2 ) - (a; 1 , r 2 )(a; 2 , r 1 ). 

在 Euclid 空间 R 3 上，有 

(dx A dy y dx A dy) = (dx A dz y dx A dz) = {dz A dy, dz A dy) = 1. 

在给了 Lorentz 标量积的 Minkowski 空间 R 4 上，有 


(dt /\dx，dt Adx) = (dt Ady、dt /\dy) = {dt /\dz、dt /\dz) = 


而 

(dx A dy, cte A dy) = (dx Adz^dx A dz) = (dz A dy y dz A dy) = 1. 

在 Euclid 空间 R 3 上，给了球 坐标： 

r = y/x ' 2 + y 2 + z' 2 , 6 = axctan (v ^ 2 + y 1 j 2) ， <p = arctan ( y / x ). 

我们有 

dr = sin 0 cos <t>dx + s\nO sin (pdy + cos 0dz ， 
d0 = ^ ( cos 0 cos <i>dx + cos 0 sin <t>dy — sin Odz^j , 

dd ) = — (- sin d>dx + cos flWy ) • 

由此 得到： dr , cW , 是 K ' 中的两两正交的三个元素，且 


(dr, dr) = 1. (d0,d6) = 1/r 2 , = l/(r 2 sin 2 0). 

因此， dr A 洲, dr A 咖，洲 A 咖是 A 2 (R 3 ) 中的一组正交基，且 

(dr A dr A d 6 ) = 1/r 2 , 

(dr A cUf >, dr A d0) = l/(r 2 sin 2 0), 

(d6 A d6 A d0) = l/(r 4 sin 2 0). 

最后，还有 

(dr Ad8 A dr Add A d<f)) = l/(r 4 sin 2 0). 

以上的结果也可用以下的看法更方便地 得到： 三个 1- 形式 


dr ， rdd, r sin Od(f) 
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构成 A ^ CR 3 ) 7 ) 中的一组正交规范基.对于它们的运算，我们可以像对待正交 
规范基也， dy ， 心一样地处理.任何其他的 1- 形式都可表示成这三个正交规范 
1 - 形式的线性组合.故任何两个 1- 形式的标量积可以把它们写成这三个正交规 
范 1- 形式的线性组合后算得. 

设 V 是一个具有非退化标量积的 n 维线性空间. { e !,..., e n } 是 V 的一 
组正交基，而且 ( e ,,^) = ±1. 又设也是 K 的一组正交基，而且 
( fi , fi ) = ±1 ? 则这两组基可以通过一个矩阵 S 进行转换，且 det B = 土1 .在 
V 上给了一个定向， K 上的任何一组正交基，它使得基中向量自己与自己的标 
量积的绝对值为1的，必确定一个（正的或反的）定向.适当调节某个基向暈的 
方向便得到一组使得〈％&〉 = 土1 的确定正定向的正交基 { ei ，…， e n }， 因而， 
确定了唯一 •的一个元素 e ! A ... Ae n € A n (^), 我们把这个元素记为^在具 
有非退化标量积的定向的 n 维线性空间上^是唯一确定的.若 V == R " 是 n 
维 Euclid 空间，则标准正定向对应的 n - 形式 

cr = dx l A dx 2 八…八 dx n . 

若 K = R 4 是 4 维 Minkowski 空间，则标准正定向对应的心形式 

cr = dt A dx /\dy A dz . 

应注意的是：在 K 是 n 维 Euclid 空间时，我们有 (^^) = 1, 而在 K 是4维 
Minkowski 空间时，我们有 = 现在我们可以引进本节的主要概念了. 

定义 10.8.3 映射 ★: K k ( V ')^ 称为 Hodge 星 算子， 假若它 

满足以下 条件： 

VAG A k (VytJ G 八 n — &( 〆 )(入八 u ; = ( ic \, Lo)ay (16.8.2) 

注 1 应注意的是， 

VAG € A n _ W )( AAu ; € A n (0)， 

A n (^) 是一维线性空间， tr 是它的一个基向 ft . 故给定了 A e AyW )， 有 
/( cj ) € R , 使得 

入八 u ； = f{u)cr. 

显然，映射 a ; — /( a ;) € R 是线性的.因标量积是非退化的，必有唯一的一个元 
素 G A n _ fc (0, 使得 (16.8.2) 成立. 

注2 在计算 * A 时，我们只须检验 （16.8.2) 对 \ n - k { V f ) 中的一组基向 
量中的 u ; 成立就已足够.由定义16.8.2， 
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(dx %l A • • • A dx lfc t dx J1 A • • • A dx 3n '^ k ) 

_ f 0 i 若 { jl ， …， jn -*:} A { il ， …， in } / 0， 
j 士 < r ， ^{ ji ,--*, Jn - fc } n { ii ,-.-, z n } = 0. 

对于 A = dx il A---A dx Xk , 为 了确定 * A , 只须检验 (15.8.2) 对 A n ^ k ( V f ) 
中的元素 a ； = dP 1 A --- 成立就已足够，其中指标集 
恰是 { ii ， …， in } 在 {1, …， n } 中的 余集. 若 A = dx “八 … /\ dx \ u > = 
dx jl A --- Adx jn ~ k i 且指标集 0.1， …， J n - fc } 恰是{< 1 ，…， in } 在 { l ，".， n } 中 
的余集，必有= = tcj . 这时 A A a ; = (* A ,a;)a — {± uj , u ) cr . 因此，正负号的 
确定才是确定 *A 的关键. 

注3 当 A: == 0或 A: = n 时，我们应补充说明一下 （16.8.2) 的 涵义. 
^((iry) 的基元素记做1,它与自己的标量积是<1,1〉= 1，与任何 a; e 
A fc (R n ) 的楔积是 lAa;=a;Al=u;. 若 A = 我们只须检验 （16.8.2) 
对于 a; = 1成立，即 

A 1 = 〈*(T, l)(T. 

因此, ★" = 1 •若入 =1, 我们只须检验 （16.8.2) 对丁 • a; = a- 成立，即 

1 A (7 =〈*1， <7〉rr. 

因此， *1 = 〈C〉(T •在 Euclid 空间中,我们有 

★(7 = 1 ， ★! = (T, 


在 Minkowski 空间中，我们有 


★<7 = 1， *】= 一 <7. 

下面我们要计算最简单的情形，也是本讲义实际上要用的情形的星算子 
形式 . 

例 16.8.1 设 K = R 2 是二维 Euclid 空间， dx ， 办是八中的基，易 
Jft, {dx y dx) = 1, (dy,dy) = 1 ，而 = rfj; 八 dy . 所以 

•Ar(dx A dy) = 1; 

dx A dy = {★dx. dy)a => *dx = dy; 

. dy /\dx = (★dy, dx)a => -kdy = —dx\ 

((T, (t) = 1 =» *1 = dx A dy. 

例 16. 8 .2 设 1/ = R 3 是三维 Euclid 空间， dx ， dy ， dz 是 A 1 ^) 中的基 . 
X {dx 7 dx) = 1, (dy, dy) — 1, {dz, dz) = 1, M (T = dx A dy A dz , 所以 
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*(dx A dy A dz) = 1; 

(dx A dy) Adz = (*(rfx A dy),dz)(T => *(dx A dy) = dz; 

(dx A dz) A dy = {k(dx A dz), dy)cr ==> ★(dx A dz) = -dy; 

(dy A dz) A dx = (★(dy A dz), dx)a => ^(dy A dz) = dx; 
dx A (dy A dz) = (Wx, dy A 心〉<7 *dx = dy A dz\ 
dy A (rfx A 心） = (-kdy } dx A =>- ★dy = —dx A dz; 
dz A (dx A dy) = (*dz, dx A dy、<r =>• *dz = dx A dy\ 

★1 = dx A dy A dz. 

例 16.8.3 设 V * = R 4 是四维 Minkowski 空间，成 rfx , dj /， 心是 A ^ V 7 ) 
中的基，容易看出， (dt } dt) = 1, (dx,dx) = -l,(dy,dy) = -1, (dz.dz) = —1, 
a = dt dx dy N dz. 所以，我们有 

*(d 《Adx Ady A dz) = 1; 

[dt A dx A dy) Adz = (*(dt Adx A dy)^dz)(T ==» *(dt Adx A dy) = - 心； 

(dt Adx A dz) Ady = (*(dt Adx A dz), dy)a => *(dt Adx A dz) = dy\ 
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*§16.9 补充教材三. • Maxwell 电磁理论的微分形式表示 

在 §15.3 中我们己经认识到向量分析中的三个常用的微分算子（梯度，散度 
和旋度）与微分形式的外微分之间有某种对应关系，这就启发我们用微分形式的 
语言改写原来用向景分析的语言表述的电磁理论中的数学方程.为此我们分别 
引进对应于电场和磁场的微分形式 如下： 对应于电场 E = (仏，£； 2 ，/? 3 )的微分 
形式是以下的1•形式， 


€ = E\dx + E 2 dy + E^dz, (16.9.1) 

在微分形式表示的 Maxwell 电磁理论中这个 1- 形式也称电场.而对应于磁场 
B = ( B u B 2 , B 3 ) 的微分形式是以下的2-形式， 

B = B\dy Adz + B 2 dz Adx + B^dx A dy y (16.9.2) 


在微分形式表示的 Maxwell 电磁理论中这个2-形式也称磁场. 

在 §16.7 中介绍过的 Faraday 感应定律（注 意： 为了使下面的方程形式尽 
可能地简单，我们选取这样的单位，使得 a = 1 /c = 1) 是： 对丁-三维空间中的 
任何二维曲面5， 



E ( x , t)dl = 




在用微分形式表示的 Maxwell 电磁理论中， Faraday 感应定律可以用微分形式 
的语言写成 

乂产] //• (1693) 


假若对上式左右两端关于 i 在 [ a , 6] 上求积分，利用 Newton - Leibniz 公式，便 
有 Faraday 感应定律的如下表达 方式： 


B — / B + I dt = 0. 

{b}xS J{a}xS J[a.b]xdS 


(16.9.4) 


在 Minkowski 空间 R 4 上定义一个 2 -形式 


T = B + dt 


(16.9.5) 


Minkowski 空间 R 4 上的这个 2 -形式称为电磁场.现在电场与磁场由 Minkowski 
空间 R / 1 上单一的2-形式表示出来了. C = [ a , b ] x S 表示 Minkowski 空间 R 4 
中的平行于 f 轴的以二维曲面 S 为底的三维柱，贝 
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dC = d [ a , b ] x S + [ a , b ] x dS = { b } x S — { o } x 5 + [ a , 6] x dS . (16.9.6) 


以上等式右端的各项前面写上的士是为表示定向而写的，这个士在作下面的 
积分计算时是有用的.关于定向流形乘积的定向问题在下面的注1和注2中将 
作简略说明•因 S 是一个不含有也的2-形式，三维柱的边界的 x ^5部分 
是个二维流形，它上面的非零2-形式应具有如下 形式： dt A (adx + bdy + cdz ), 
在 [ a , 6] x AS t . dx A dy = dx A dy = dx A dy = 0^ 故 S 在 3 维柱的边界的 
[ a , b ) x dS 部分上恒等于零 ： 

I B = 0. (16.9.7) 

J{a,b]xdS 


同理， dtr \£ 在三维柱的边界的 {6} x 5 - { a } x S 部分上恒等 于零: 


dt A £ — 

{b}xs J{a}xs 

由 (16.9.5), (16.9.6)，(16.9.7) 和 (16.9.8), 


dt A £ = 0. 


/ B- 

dC J{b}xS 


B + dt AS . 

}xS J[a % b]xds 


(16.9.8) 


(16.9.9) 


故 Faraday 感应定律 (16.7.23) 可以漂亮地写成以下简洁的 形式: 



只= 0, 


(16.9.10) 


其中 C = 乂 S 、 S 是三维物理空间 R 3 中仟意的二维曲面.另一方面，根 
据磁场无源的数学表示式 （167.15)( 或 （16.7.30)), 对于仟何€ R ， 四维空间 
R 4 中的三维区域 C =纪 x Ci ，其中 G 是物理空间 R 3 中的区域，我们有 

I 3 = 0. (16.9.11) 

JdC 


因在沉7上< = const , 故在次7 上出 = 0 . 所以，在上 : T = &磁场无源 
的数学表示式 （16.9.11) 也可以通过微分形式只表 示成： 


L 只 = 0. 


(16.9.12) 


应注意 的是： 虽然 （16.9.10) 和 (16.9.12) 在形式上完全一样，但 （16.9.10) 
中的 C = [ ci 5 6 j x 5, 5是三维物理空间 R 3 中任意的二维曲面，而 (16.9.12) 
中的 C 是在 t = const . 的三维物理空间中的三维区域.因此它们的物理内容 
( Faraday 感应定律和磁场无源）是不同的.这两个不同的物理内容却以形式完 
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全一样的积分等式表示出来，只不过三维积分区域在 Minkowski 四维空间中的 

形式不一样.这不能不承认大自然与数学之间有着出人意料的联系.由 (16.9.10) 

和（16.9.12)，我们得到以下 结论： 对于 Minkowski 四维空间中的任何三根棱平 

行于四个坐标轴中的三根轴的三维立方体 C ， 我们有 \ dC 7 = 0.由 Stokes 

公式， f 

/ dF = 0, (16.9.13) 

Jc 

其中 C 是 Minkowski 四维空间中的三根棱平行于四个坐标轴中三根轴的任何 
三维立方体.因为 dT 是光滑的，这就足以保证以下方程式的 成立： 

dF = 0, (16.9.14) 


这里的 d 是 Minkowski 四维空间中的外微分. 

注 1 同学可以自行 证明： 设 M 和 AT 是两个紧流形，则 d(M x A 0 == 
dM x N + M x ON . 应注意 的是： d(M x N ) = dM x N M x ON 常常不 
是定义 13.1.2 和定义 13.1.3 意义 F 的流形，这常常被理解成由流形构成的复形 
( complex ). 直观上看，由 Stokes 公式得到方程 (16.9.13) 是可以接受的，但正确 
地说，由方程 (16.9.12) 推得方程 (16.9.13) 是根据复形上的 Stokes 公式的•若 
M 和 N 都是定向流形， MxN 的定向定义为 T ( p , q ) ( AfxyV ) = T p ( M ) xT q (7 V ) 
中的基 （ ei ，…，，…， f ,) 确定的定向，其中 （ e ! ，…，和 d …， W 分别 
确定 Tp ( AZ ) 和 Tq ( N ) 屮的 定向. 由此，比较好理解方程 (16.9.6). 我们这本只 
介绍数学分析基本知识的讲义不准备进入复形理论的讨论了.同学完全讨以借 
助直观去理解以上的证明.有兴趣了解 M 形理论的同学可参看 [3], 那里有简明 
扼要且较直观的介绍. 

注2 前面曾指出， Faraday 感应定律和磁场无源可以用积分区域不同而 
形式完全一样的积分等式表示出来.现在我们发现， Faraday 感应定律和磁场无 
源这两个初看上去亳无关系的两条物理定律在 Minkowski 四维空间屮竟被精彩 
地统一在同一个用外微分表示的方程 （16.9.14) 中.大自然这部巨著确是用数学 
的语言写成的. 

引进了位移电流后， Maxwell 推广的 Ampere 定律（16.7.22/(或 (16.7.31)) 


可写成（注意 ， a = 1 /c = 1)： 






(16.9.15) 


其中，★是 Euclid 空间 R 3 上的 Hodge 星算子，而 J 是表示电流的 Euclid 空 


间 R 3 中的 1- 形式: 
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J = jidx + J2dy + j ^ dz . 


(16.9.16) 


考虑 Minkowski 四维空间中的三维柱形 C = x 并引进 Minkowski 四 
维空间上的2- 形式： 

g = ic£-dtA (16.9.17) 


其中 Hodge 星算子 ★ 仍是指 Euclid 空间 R 3 中的 Hodge 星算子 
对方程 (16.9.15) 两端关于 f 在卜 M 上求积分，我们得到 


dt A = Att / dt A icj + / - k £ 

[a.bjxds ^[a,Mx5 J { b}xS 



★ 5 . 


对于三维柱形 C = [ a ,6] x 5, 我们有 ac = [ a,x 批 + {6} x 5-{ a } x 5. ft 
意到汾八 *0 在 { a } x S 和 ⑻ x 5 上的积分等于零及在 [ a , b ] x dS 上的 
积分等于零，我们得到 



dt A 


(16.9.18) 


这是 Maxwell 推广的 Ampere 定律的微分形式的表达形式. 

下面我们要考虑 Coulomb 定律的微分形式的表达形式.假设 C 是 Minkow ¬ 
ski 四维空间 R 4 中如下的三维区域 

C C {( t , x } y , z ) : t = const .}, 


由 Coulomb 定律的数学表达式（16.7.10)(或 (16.7.29)), 我们有 



^ = 47 T / pdx A rfy A dz . 


在 Minkowski 四维空间上引进3•形 式： 

TZ = pdx Ady Adz — dt A ★ JT , 


(16.9.19) 


(16.9.20) 


综合 （16.9.18) 和 (16.9.19) 便有以下 结论: 对于任何所有的棱都平行于 Minkow ¬ 
ski 四维空间中的某三根坐标轴的三维立方体 C ， 有 



(16.9.21) 


由 Stokes 公式，我们有 


dQ = AttTZ . 


(16.9.22) 


这个微分形式的方程把初看起来毫无关系的 Coulomb 定律和 Maxwell 推广了 
的 Ampere 定律统~起来了.由此， 
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到19世纪末，美国应用数学家 J . W . Gibbs 发明了向量分析， Maxwell 方程组 
才写成了（16.7.29)， (16.7.30), (16.7.31) 和 (16.7.32) 的形式 • 20世纪初，张量 
分析已为人们熟悉， Maxwell 方程组写成了以下 形式： 

= 0， F 0 q q = /. (16.9.27)" 

到了 20世纪中叶，利用 Grassmann 代数和 E . Cartan 的外微分算子等数学语 
言， Maxwell 方程组才漂亮地写成了十分简洁的微分形式的方程组 （16.9.27) .它 
清晰地展示了电磁现象的本质，也启发人类探索其他物理场规律的数学表达式. 
这里，我们不得不为伟大的意大利科学家 Galileo 的那句至理名言所折服 ：大自 
然这部巨著是用数学的语言写成的.也许更加符合事实但不那么浪漫的说法是: 
数学中经得住历史考验的部分是从大然提供的丰富而深刻的素材中总结提炼 
后抽象出来的. 

方程组 （16.9.27) 中的第一个方程表明，只在冈维 Minkowski 空间 i ： 是闭 
形式.若方程在一个凸集（其或黾连通集）上成立，由 Poincard 引理，7在四维 
Minkowski 空间这个凸集上是恰当形式，换言之，有一个在四维 Minkowski 空 
间这个凸集上的 1- 形式乂，使得 


(16.9.28) 

1- 形式/称为电磁场只的电磁位（势) . 若 /满足 （16.9.28)，则对于任何函数 
(0- 形式)/, A + df 也满足 （16.9.28). 选择/使得（注 意： 若不作相反的申明，以 
下的 Hodge 星算子都是衔四维 Minkowski 空间上的 Hodge 星算子!） 

dir A + d * df = 0， (16.9.29) 

换言之， 

d * A -{U-U-B~^) dtAdxAdyAdz=o - (i6 - 9 - 3o) 

为了使得电磁位所满足的方程形式尽可能地简洁，以后我们永远 假设： 选择/ 
使得（16.9. 2 9)成立，然后以满足方程 （16.9.29) 的乂 + d / 替代乂(注 意： 作此 
替代后，方程 (16.9.28) 依然成立).换言之，我们以后考虑的电磁位/都是满足 
以下条 件的： 

= (16.9.31) 

等式 (16.9.31) 称为电磁位乂应满足的规范条件.以后我们总假设电磁 位/是 
满足这个规范条件的. 
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把 （16.9.28) 代入 （16.9.27) 的第二个方程，我们有 


die dA = 4 ttTZ , 


或可写成 




不难验证以下的算子等式 

ic^dird = n y 

其中 d’Alembert 波算子 □ 定义为 

- dt 2 dx 2 dy 2 dz 1 ' 


总结之，电磁位 j 应满足的方程 组是: 


d*«4 = 0 ， 

DA = 47r * _1 TZ . 


(16.9.32) 


(16.9.33) 


我们愿意指出，方程（16.9.29)(或 （16.9.30)) 及 (16.9.33) 的最后一个方程 
称为非齐次波方程，在偏微分方程的课中将讨论它的解的存在性问题以及它的 
解的性质.我们已经看到， Maxwell 方程组和波方程有着密切的联系.下面只对 
域简单的波方程介绍它的性质. 

我们试着讨论最简单的齐次波方程的解的性质.假定电磁位 *4 与 y 和2 
无关，且电磁场处于真空中，即，既无电荷也无 电流： 71 = 0 . 波方程变成以下形 
式（在 §11.7 最后的注中曾遇见过 它)： 


d 2 u d 2 u 

dF^d^ = 0 


(16.9.34) 


把自变量 f 和: T 换成新的自变量 P = 2： + «和 g = rr - «.方程 (16.9.34) 变成 


d 2 u 

dpdq 



(16.9.35) 


它的一般解具有 形式： 

u = ui(p) + 7x2(9). (16.9.36) 

故方程 (16.9.34) 的一般解具有形式（常称为 d’Alembert 解)： 


U = Ui{x +t) + U2(x - t). 


( 16 . 9 . 37 ) 
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易见， Ul(x + t ) 代表一个速度为1的向左移动的波，而 u 2 (x - t ) 代表一个速 
度为1的向右移动的波.故方程 (16.9.34) 的一般解是两个相反方向的速度为1 
的行波的叠加.假设这个波的初始位置及初始速度分别是 


u(x ， 0) = u 0 (x) 


(16.9.38) 


和 



(16.9.39) 


利用 d ’ Alembert 解的形式 （16.9.37) 不难 证明： 方程 (16.9.34) 的初始位置及 
初始速度分别满足方程 （16.9.38) 和 (16.9.39) 的解是 


(x, ^ (^o( x + 0 + U o(^ - t) + j Vo ⑷心 ) • 


(16.9.40) 


事实上， （16.9.40) 中的 u ( x , t ) 具有 （16.9.37) 的形状，它又满足初始条件 (16.9.38) 
和 (16.9.39). 

我们已经证明了，满足初始条件 （16.9.38) 和 （16.9.39) 的方程 （16.9.34) 的 
解的存在与唯一.而且，初始条件有一•个微小的变动导致解的变动也是微小的. 
这称为方程 （16.9.34) 的初值问题是适定的.我们又从公式 （16.9.40) 肴出， u 在 

( xoM 处的值只依赖于 f = 0时的 从和 ■ 在区间 [: ro - to.xo + to ] 上的值. 

换言之，在 ( x o ,0) 处的 u 和^的值只影响时空的如下的锥内的 u 的值： 

ot 

{0M) : |x-x 0 K |<|}. 


方程 （16.9.34) 的解的这个性质称为因果原理.这个锥称为解对初值的依赖 
锥.三维空间的齐次波方程的解也有因果原理，同学将在偏微分方程的课程中遇 
到它. 


进一步阅读的参考文献 

以下文献中的有关章节可以作为微分流形理论进一步学 >』的 参考： 

[2] 的第十二章介绍了流形上的积分. 

[3] 十分直观地介绍微分形式及其积分，但内容丰富.特别是第 f 九章介绍 
Maxwell 方程组的微分形式表述的可读性很高. 

[4] 十分直观地介绍微分形式及其积分，但最后介绍 Maxwell 电磁理论和 
Einstein 狭义相对论的微分形式表述的可读性很高. 
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[5] 的第十二章介绍了流形上的积分. 

[9] 的第八章介绍了流形上的积分. 

[11] 的第三卷的第二章和第三章介绍微分形式，第四章介绍向量分析，第五 
章介绍 Maxwell 电磁理论的微分形式表述. 

[13] 的第四章介绍了流形上的积分，包括 Gauss - Bonnet 公式. 

[14] 的第二十四章介绍了流形上的积分. 

[19] 的第十章和第十一章介绍了流形上的积分.第十三章介绍了经典力学 
的微分形式的表述，可读性很高. 

[20] 的第十章介绍了流形上的积分. 

[21] 的第十四章介绍了微分形式，并介绍了上同调，同调和调和形式等 概念， 
内容很丰富. 

[22] 的第五章第9, 10, 11节介绍了流形上的积分. 

[28] 的第二十四和二十五章有电磁理论的简单扼要的介绍. 

[29] 的第十五章第3, 4节介绍了微分形式和流形上微分形式的积分. 




结束语 

生于 16 世纪卒于 17 世纪的伟大的意大利科学家 Galilei Galileo 

说过 

“大自然这部巨著是用数学的语言写成的 
17 世纪前半叶的法国科学家 Blaise Pascal 也 说过： 

“与大自然提供的素材的广度与深度相比，人类的想象力常显 
得那样苍白•” 

Galilei Galileo 和 Blaise Pascal 都指出了大自然所提供的素材是促使 
数学发展的不可忽视的源泉.科学发展史已经证实了，未来的科学发 
展历程还将继续证实文艺复兴时期的科学先驱者们这些凝聚了深邃智 
慧的论断. 

Isaac Newton 把从 1664 年开始的二十余年内积累起来的研究成 
果于 1687 年发表在他的经典著作《自然哲学的数学原理》中，这部具 
有里程碑意义的科学巨著显示了在理解和预测大自然规律过程中数学 
所扮演的不可或缺的角色,它开启了人类用数学语言描绘大自然规律 
的伟大事业.约二百年后 ， 1865 年，伟大的英国物理学家 James Clerk 
Maxwell 发表了他的电磁理论.在用数学发掘大自然规律的历史上， 
Maxwell 恰站在一个分水岭处.电磁理论屮的 Maxwell 方程组把这个 
伟大事业推向了一个新的高度.不少科学家曾认为 Maxwell 已经解决 
了物理学的最后一个大问题.然而，历史告诉我们， Maxwell 工作的意 
义却远远超出了刻画电磁现象基本规律的 Maxwell 方程组的发现.事 
实上，从他的方程组出发， Maxwell 预言了电磁波的存在.在 Maxwell 
发表他的电磁理论 22 年后， 1887 年， Heinrich Rudolf Hertz 第一次 
在实验中测得了电磁波，令人兴奋地证实了 Maxwell 预言的完全正确. 
8 年后， 1895 年， Alexander S . Popov 和 Guglielmo Marconi 互相 
独立地发明了用电磁波进行远程传递信息的技术.这对人类社会生活 
方式的影响怎样估计都不会过分的.在理论上，沿着 Maxwell 开辟的 
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方向， 1905 年 Albert Einstein 利用数学工具对现实世界中时间和空 
间的概念及其联系提供了一个全新的图景,彻底改变了长久以来人们 
认为不容置疑的时空概念.它揭开了 20 世纪物理学革命的序幕 . 1915 
年的广义相对论和 1925 年的量子力学的建立将这场革命推向了波澜 
壮阔的新高潮.至今这场革命仍在继续发展，它深刻地改变着人类对大 
自然的理解. 

1972 年，美国物理学家 Freeman Dyson 在美国数学学会的年会 
上应邀作了题为《错失的机遇》的 Josiah Willard Gibbs 讲演 (Josiah 
Willard Gibbs 讲演是每次美国数学学会的年会上最受人注目的讲演， 
它总是邀请在数学或数学以外某领域有卓越贡献的学者展望他所熟悉 
领域未来可能的发展).他在讲演中阐述了科学史上许多抓住了的和错 
失了的机遇.今译出下面这一段.供同学们在今后选择数学研究方向时 
参考： 

“在 1687 年 Newton 发表他的引力动力学的定律以后， 18 世 
纪的数学家抓住了这些定律，并把它们发展成分析动力学深 
刻的数学 理论. 通过 Euler , Lagrange 和 Hamilton 的工作， 
Newton 的方程组得到了精辟的分析和理解.在对 Newton 
物理的深入探讨中，新的纯数学分支诞生了.为了研究力学 
的极值原理， Lagrange 提炼出了变分法.在 Euler 关于测 
地运动的工作发表五十年后， Gauss 的微分几何诞生了.动 
力学的 Hamilton-Jacobi 表述导致 Sophus Lie 建立了 Lie 
群理论. Newton 物理给纯数学的最后一个礼物是 Poincar ^ 
对运动轨道定性理论的研究催生了近代拓扑学. 

遗憾的是 19 世纪的数学家错失了 1865 年 Maxwell 给 
他们提供的机遇.假若能像 Euler 对待 Newton 力学方程组 
那样专心致志地研究 Maxwell 方程组的话，他们也许在 19 
世纪就已经发现了狭义相对论，拓扑群及其线性表示理论，或 
者还有双曲型微分方程组及泛函分析的很大一 部分. 只要深 
入研究由 Maxwell 方程组可能引出的数学概念，相当一部分 
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20世纪的物理学和数学也许已经在19世纪诞生了•” 

Freeman Dyson 关于数学与物理在各自发展过程中相互影响的论 
述至今仍然值得重视.除了引力场的量子化这个被称为世纪的难题外， 
在更接近地球上人类生活的物质结构和物质运动规律的量子物理和统 
计物理中也有着许多不平凡的数学问题，例如,针对一个具体问题的渐 
近分析（一个积分的估计或一个微分方程解的近似计算）中技巧和格 
式的探索犹如艺术品设计一样变化万千.这样的研究正在日新月异地 
发展中，但似乎还处于收集标本的起步阶段.通过未来长期努力，也许 
会积累和提炼成很有价值的数学知识.当然，这些问题己经远远超出 
我们这本只介绍数学分析基本知识的讲义范围了.这个辽阔的未开垦 
的处女地只好留给有志于利用数学发掘大自然规律的同学们自己去开 
拓了. 


进一步阅读的参考文献 


[4] 的书后的附录 A 中有 FVeeman Dyson 在美国数学学会的年会上应邀所 
作的题为“错失的机遇”的 Josiah Willard Gibbs 讲演的部分摘录. 

[10] Freeman Dyson 在美国数学学会的年会上应邀所作的题为“错失的机 
遇”的 Josiah Willard Gibbs 讲演全文发表于此. 
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本，内容丰富，习题牵涉面很广，是十分好的教材 .） 

关于以上所列参考文献的说明 


由于学时的限制，数学分析的许多重要方面本讲义只能轻微地触 
及，甚或完全忽略了.上面列举的是一些与数学分析有关的，也许对 
同学们进一步学习数学分析时有用的文献，仅供有兴趣的同学参考. 
我们仅限于列举难度比较接近本讲义的文献.所有关于某个课题（例 
如， Fourier 分析）的专著均未列入，因此，所列文献远非完全的. 
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A 


Ampere ( 安培 )， Andre Marie 

351 

Ampere ( 安培）定律 

353 

Arago ( 阿拉果 )， Dominique Francois 

Jean 

350 

B 

半范数 

42 

半赋范线性空间 

43 

伴随映射 

283 

保角映射 

131 

木性奇点 

153 

Bcppo Levi 关于列的单调 

收敛定理 

47 

Bernoulli ( 贝努里 )， Daniel 

1，349 

Bernoulli ( 贝努里 )， Jean 

349 

Bernoulli 概 ( 率模）型 

41 

Bessel ( 贝塞尔）函数 

( 第一类型的） 

39 

闭形式 

299 

边界（流形的） 

223 

标量积 

356, 357 

标准定向 

246 

Biot ( 比奥 )， Jean Baptiste 

350 

Biot-Savart ( 比奥 - 萨瓦尔） 

定律 

351 

波方程 

111 


波方程的 Cauchy ( 柯西） 

问题 28 

波方程 (一 维的）的 

d’Alembert 解 368 

波方程（一维的）的 d’Alembert 

解对初值的依赖锥 369 

Bochner ( 波赫纳 ) ， S_ 80 

Brouwer ( 勃劳威尔）不动 

点定理 348 

C 

Cantor ( 康托 )， Georg F.L.P. 2 

Caxleman ( 卡勒曼 ) ， T. 80 

Carleson ( 卡勒逊 ) ， L. 2 

Caxtan ( 嘉当 )， Elie 267 

Cauchy ( 柯西 ) ， A.L. 2 

Cauchy ( 柯西）定理 I 26 

Cauchy ( 柯西）积分公式 I 38 

Cauchy ( 柯西）列（半赋范 

线性空间的） 43 

Cauchy ( 柯西）留数定理 I 37 

Cauchy-Morera ( 柯西 ••莫 

莱拉）定理 135 

Cauchy-Riemann ( 柯西 - 

黎曼）方程 127 

Cauchy ( 柯西）问题 28 

Cavendish ( 开文迪希 )， Henry 349 
测地线 264 



名词索引 379 


( 经典）场论 293 

Chebyshev ( 切比雪夫）不等式 

( 开集体积的） 52 

乘积（无穷次连续可微函数 

与广义函数的） 87 

重 Kronecker ( 克罗内克） 

S (delta) 271，277 

重 Kronecker ( 克罗内克） 

e (epsilon) 277 

磁场（作为 2 - 形式的） 362 

磁场无源定律（表示无自 

由电荷） 352 

磁场无源定律的积分形式 352 

磁通 fi 353 

C k 类张量场 290 

Clifford ( 克立福德）代数 358 

Coulomb, Charles Augustin 349 

Coulomb ( 库伦）定律 349 

Courant ， R. 214 

D 

代数 16 

代数基本定理 142, 341 

带符号的测度 70 

d’Alembert ( 达朗倍尔） 

波算子 368 

d 5 Alembert ( 达朗倍尔）解 368 

单极点 136 

Daniell ( 丹尼尔）积分 67 

Davy ( 戴维 )， Humphry 350 

de Beurling ( 戴布尔林） 80 


de la Vallee Poussin 


( 戴拉瓦勒布桑） 

197 

等高流形 

256 

第二类型曲面积分 

322 

第二类型曲线积分 

322 

第一类型曲面积分 

322 

第一类型曲线积分 

322 

电场（作为 1 - 形式的） 

362 

电磁场（作为2 - 形式的） 

362 

电磁位势（作为1 • 形式的） 

367 

电动势 

354 

电荷和电流（作为 3 ■ 形 式的） 

365 

电流（作为 1 - 形式的） 

364 

Dieudonne ( 丢唐内 ) ， J. 

80 

定向 （ n- 维空间的，可定向 


流形的） 245, 247 

定向的线性空间 

245 

定向的流形 

247 

Dini ( 狄尼）判别法 

30 

Dini ( 狄尼）条件 

30 

Dirac ( 狄拉克 )， Paul A.M. 

79 

Dirac ( 狄拉克 ) <5 函数 

79, 82 

Dirichlet ( 狄里克雷 ) ， P.G.Lejeune 2 

Dirichlet ( 狄里克雷）边值问题 

178 

Dirichlet ( 狄里克雷）核 

29 

Dirichlet ( 狄里克雷）积分 

342 

Dirichlet ( 狄里克雷）判别法 

33 

Dirichlet-Jordan ( 狄里克雷 - 若当） 

判别法 

33 

Dirichlet ( 狄里克雷）原理 

342 

对偶基 

268 

对偶空间 

267 
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对偶空间上的标量积（由原空间 


的标量积诱导处的） 356 

Dyson ( 戴森)， Freeman 372 

E 

E.Cartan (E. 嘉当）的外微分 

算子 291 

Einstein ( 爱因斯坦 ) ， Albert 372 

Einstein ( 爱因斯坦）约定 284 

二项概率 42 

Eratosthenes 的筛法 197 

Euclid ( 欧几里德）标量积 356 

Euler ( 欧拉)， Leonhard 1, 372 

Euler ( 欧拉）角（三维旋转的， 

n 维旋转的） 231, 259 

F 

法空间 238 

法向量 238 

发散积分的有限部分 84, 85 

范数 43 

反演公式（分布函数的特征函数 
的，缓增广义函数 
傅里叶变换的） 77, 104 

反向 245 

Fantappie ( 方塔毕） 80 

Faraday ( 法拉第)， Michael 353 

Faraday ( 法拉第）电磁感应 353 

Faraday ( 法拉第）电磁感应 

定律 354 

Faraday ( 法拉第）电磁感应 

定律的微分形式 354 


Faraday ( 法拉第）电磁感应 

定律的积分形式 354 

非负的可积列 46 

非齐次波方程 368 

Fejer ( 费耶）核 35 

分布函数（随机变量的） 76 

Fourier ( 傅里叶)， Joseph 1 

Fourier ( 傅里叶）变换 7 

Fourier ( 傅里叶）变换的 

唯一性定理 14 

Fourier ( 傅里叶）积分 8 

Fourier ( 傅里叶）级数 1 

Fourier ( 傅里叶）逆变换 7 

Fresnel ( 费涅尔）积分 1M 

Friedrichs ( 傅里特里希斯)， K.O. 80 
赋范线性空间 43 

符号函数 273 

负集 71 

辐角原理 154 

复可微函数 134 

Pubini ( 傅比尼）定理（广义 

函数的） 90 

G 

Galileo ( 伽里略)， Galilei 371 

r 函数（复平面上的） 183 

r 函数的 Gauss ( 高斯）表达式 1S0 

r 函数的 Hankel ( 汉克尔） 

积分表示 188 

Gauss ( 高斯）定律（电场的） 350 

Gauss ( 高斯）定律的积分形式 350 

Gauss ( 高斯）求和 14 



名词索引 381 


Gauss ( 高斯）散度定律 335 

Gibbs ( 吉布斯 )， Josiah Willard 293 
共親空间 267 

共扼调和函数 170 

共形映射 130 

Gram 行列式 324 

Gram-Schmidt ( 格拉姆施密特） 

正交化方法 331 

Grassmann ( 格拉斯曼)， 

Hermann 267 

Grassmann ( 格拉斯曼）重线性代 
数 267 

Green ( 格林）恒等式 337 

Green ( 格林）公式 317 

广义函数 （ IT 上的， R n 的 

开集 D 上的） 81, 85 

广义函数的导数 87 

广义函数的 Fourier ( 傅里叶） 

变换 102 

广义函数的平移 88 

广义函数的弱 > 收敛 88 

广义函数的中心反射 88 

广义函数与紧支集的 Lebesgue 

可积函数的卷积 89 

广义函数与紧支集的广义函数 

的卷积 93 

广义解 80 

广义曲面 80 

规范条件 367 

H 

Hadamaxd ( 阿达玛 ) ， J. 84, 197 
Hadamard ( 阿达玛）不等式 264 


Hahn ( 哈恩）分解 

73 

Hamilton, William 

372 

Hamilton 算子（一维谐振子的 ) 

20 

Hamiltonian ( — 维谐振子的） 

20 

函数在流形上的局部极值点 

256 

Hankel ( 汉克尔）函数 

201 

Hankcl ( 汉克尔）回路 

201 

Harnack ( 哈纳克 ) ， A. 

2 

Heaviside ( 海维赛德） 

80, 87 

横截相交（流形的） 

258 

Hermite ( 埃尔米特）函数 
( 一元的，多元的） 

15, 21 

Hermite ( 埃尔米特）函数 
的正交性 

18, 21 

Hertz ( 赫兹 )， Heinrich Rudolf 

371 

Hilbert ( 希尔伯特 ) ， D. 

214 

Hodge ( 霍奇）星算子 

359 

Holder ( 赫尔德）条件 

31 

环面 

228 

换元公式（流形上微分形式 
积分的） 

316 

换元映射（广义函数的） 

89 

缓增光滑函数 

17 

缓增广义函数 

101 

缓增广义函数的 Fourier 变换 

102 

缓增光滑函数空间 

17 

冋拉（微分形式的） 

296 

回拉的代入原理 

298 

回拉映射 

J 

Jacobi ( 雅可比 )， Carl Gustav 

Jacob 

296 

372 



382 名词索引 


极点 136 

积分（欧氏空间上微分形式 
的，流形上微分形式的， 


流形上函数的） 309, 315 

交替化 

275 

交替化算子 

275 

交替张量 

272 

解析泛函 

80 

解析函数 

126 

解析延拓 

148 

紧支集广义函数的构造定理 

95 

浸入 

218 

浸入定理 

221 

静电场 

349 

静电位势（点电荷的，连续分布 


电荷的） 349, 350 

Jordan (若当）分解（有界变差 


函数的 ， Radon (拉东） 


泛函的） 

32, 68 

Jordan (若当）判别法 

32 

局部紧度量空间 

40 

局部紧拓扑空间 

40 

局部坐标 

219 

K 


开集的体积 

49 

可定向流形 

247 

可定向流形边界的正定向约定 

250 

可积列 

44 

可积列空间 

44 

可去奇点原理 

143 

Klein (克莱茵）瓶 230, 261 


Kronecker (克罗内克） 

S ( delta ) 268 

Kronecker (克罗内克） 

e ( epsilon ) 277 

Kronecker (克罗内克）符号268, 271 
扩张定理 86 

L 


Z - 可积函数 60, 66 

/- 可积集 61 

Lagrange (拉格朗日)， Joseph - 


Louis 

1，372 

Lagrange (拉格朗 R ) 乘子 

258 

Lagrange 乘子法 

258 

Lagrange 函数 

258 

Laplace (拉普拉斯）方程 

105, 178 

Laplace 算子（欧氏空间 h 的 


广义的） 

105, 170 

Laplace 算子的基本解 

105 

Laurent (罗朗）级数 

168 

Leray (勒黑)， J . 

80 

连续性方程（表示电荷守恒 


定律的) 

353 

连续性方程（稳恒电流的） 

353 

Lie (李 )， Sophus 

372 

零集（相对于带符号测度的） 

73 

临界长条 （ C 函数的） 

205 

临界点 

256 

Liouville (刘维尔）定理（解析 

函数的，调和函数的） 

142, 340 

Lipschitz (李普西茨）常数 

45 

Lipschitz (李普西茨）连续函数 44 

留数 

136 
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流形上函数的积分 326, 328 

Lorentz (洛伦兹）标量积 356 

螺旋面 262 

螺旋线 262 

Z - 外测度 52 

M 


Marconi (马可尼)， Guglielmo 371 
Maxwell (麦克斯韦尔)， James 


Clerk 354, 371 

Maxwell 电磁理论 349 

Maxwell 电磁理论的微分 

形式表示 362 

Maxwell 方程组 355, 366 

Maxwell 方程组的微分形式 

表达方式 366 

Minkowski (闵可夫斯基）空间 356 

Mikusinski (米古辛夫斯基)， J . 80 

Mobius (麦比乌斯）带 229 

/ i - 零集 52 

N 

能量算子（一维谐振子的） 20 

Newton (牛顿)， Isaac 371 


O 

Oersted (奥斯特)， Hans 


Christian 350 

P 

Parseval (帕塞瓦）关系 26 

Pascal (巴斯卡)， Blaise 371 

Picard (皮卡）大定理 154 


平均值公式（调和函数的）178, 338 

平稳位相法的渐近公式 

196 

平稳位相法的渐近展开 

196 

Plancherel (普兰雪来尔）等式 

26 

Planck (普朗克)， Max 

21 

Poincare (庞加莱)， Henri 

372 

Poincare (庞加莱）引理（欧氏 

空间上的，流形上的） 299, 308 

Poisson (泊松）方程 

105 

Poisson (泊松）核 

4, 176 

Poisson (泊松）积分 

176 

Poisson (泊松）求和 

3 

Poisson (泊松）求和公式 

37 

Popov (波波夫)， Alexander S . 

371 

普通定向 

246 

Q 

恰当形式 

299 

切丛 

238 

切空间 

237 

切向量 

237 

区域 

122 

全纯函数 

126 

全纯函数的反函数定理 

155 

全纯函数是开映射 

154 

R 

r 次微分形式 (简记做 r - 形式） 

289 

Radon (拉东）泛函 

68 


Riemann (黎曼)， G . F.Bernhard 2 
Riemann (黎曼）函数方程（关于 

C 函数的） 204 



384 名词索引 


Riemann (黎曼）假设（关于 C 

函数的） 205 

Riemann-Lebesgue (黎曼-勒 

贝格）引理 9 

Riemann (黎曼）曲面 157 

Riesz-Kakutani (黎斯角谷静夫） 


表示定理（局部紧度量空间 


h 的，紧度量空间上的） 

74 

容许函数 

49 

Rouch6 (儒歇）定理 

150 

弱解 

80 

S 

散度算子 

294 

Savart (萨瓦尔 )， Felix 

350 

上同调群 

299 

上升算子 

16 

Schwarz (施 ill 茨）公式 

178 

Schwarz (施瓦茨）引理 

192 

实现（可积列的） 

57 

数学期望（随机变量的） 

41 

双层覆迭 

157 

双对偶 

269 

双纽线 

230 

o ■-紧空间 

113 

^有限测度空间 

55, 65 

Stokes (斯托克斯）公式（经典的， 

流形上的） 

344, 321 

速降光滑函数 

100 

速降光滑函数空间 

101 

速敛 Cauchy (柯西）列 

55 

素数定理 

197 


随机变量 41 

T 

Taylor (泰勒）级数（复平面 

上的） 167 

Taylor (泰勒）展幵（复平面 

上全纯函数带余项的） 146 

特征函数（概率分布的） 8, 76 

梯度算子 294 

调和函数 170, 336 

调和函数的极值原理 340 

调和函数的平均值定理 338 

条件极值问题 256 

同向 245 

图卡 218 

湍流解 80 

推广了的二项系数 199 

椭球面 262 

U 

U 映射 22, 24 

V 

Viviani 曲线 262 

Volterra (沃尔泰拉）定理 302 

von Neumann (冯诺依曼 )， John 80 

W 

外积 279 

外微分（零次微分形式的，一次微 
分形式的，微分形式的）290, 291 
外微分（欧氏空间上的，流形 


上的） 290, 291，306 
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完备化（半赋范线性空间的） 


43 

微分 


241 

微分流形（有边界的，无边界 



的） 

218, 223 

微分同胚 


217 

微分形式 （ n 维空间上的，流形 


上的) 

289 

, 303 

微分形式的积分 （ n 维空间上的， 


流形 i ： 的） 

309 

, 315 

位移电流 


355 

Wcyl (外尔 )， Hermann 


267 

X 



下降算子 


17 

相反定向 


245 

相同定向 


245 

向量场 （ n 维空间上的，流形 



上的) 

289, 

303 

向 ft 分析 


293 

楔积 


279 

协变张量 


270 

协向景 


267 

形变（有序向量基的） 


246 

星形集 


299 

星形区域 


172 

星形坐标片 


308 

旋度算子 


295 

旋转群 


235 

Y 



亚纯函数 


137 

淹没 


236 

淹没定理 


236 


因果原理 369 

酉映射 22, 24 

有界变差函数 31 

有界的可积列 47 

有上界的可积列 47 

有下界的可积列 47 

右手坐标系 246 

由坐标图卡确定的切空间上 

的定向 247 

Young (杨格)， L . C . 80- 

圆锥面 262 

约束条件 256 

约束条件下的极值问题 256 

运算微积 80 

Z 

C 函数 198 

C 函数的 Euler (欧拉）乘积 

表示式 198 

C 函数的积分表达式 200 

C 函数与 Hankd (汉克尔）函数 

之间的关系 202 

张量（协变，逆变） 271 

张暈场 （ n 维空间上的，流形 

上的） 289, 303 

张最（乘）积（广义函数的） 89 

张量积（张量的） 271 

正集 71 

正态分布 42 

正线性泛函 41 

整函数 170 

支集（广义函数的） 91 
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忠实性（实现的） 

57 

最大模原理 

139 

转移函数 

222 

坐标 

219 

自然同构（线性空间与它的双对偶 


坐标片 

219 

之间的） 

269 

坐标图卡 

218 





